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63. Note sur le théoréeme fondamental dans la
géomeétrie conforme des sous-spaces riemanniens.

Par Kentaro Yano et Yosio Mut6.
Institut Mathématique, Université Impériale de Tokyo.
(Comm. by S. KAKEYA, M.1. A, Dec. 12, 1946.)

§0. Dans un Mémoire précédent,!) nous avons traité le théoréme fondamen-
tal dans la géométrie conforme des sous-espaces riemanniens, et obtenu cing
équations tensorielles conformes comme la condition nécessaire et suffisante
pour que trois tenseurs donnés déterminent un sous-espace plongé dans un
espace euclidien e1 dont les tenseurs fondamentaux conformes sont précisé-
ment les tenseurs donnés. Nous allons, dans cette Note, montrer que les
deux de ces cing équations peuvent étre déduites des trois autres.

§1. Considérons un sous-espace V,, 4 m dimensions

(i.l) = x (ui) @

plongé dans un espace riemannien a » dimensions, dont le tenseur métrique
est gu. Alors le premier tenseur fondamental gjx du sous-espace est donné
par

(1.2) &w Bi* BY' = g,

ou B}I = -3557 désignent m vecteurs, linéairement indépendents et tangents

au sous-espace.

.. -2 .
En Jésignant par Bp n — m vecteurs unitaires, normaux au sous-espace
et orthogonaux les uns aux autres, on a

(1.3) Lpv B}BF =0 et Suw Bp' Bg = 0pQ.
Cela étant, les équations de Gauss pour le V,, peuvent s’écrire
(.4 Bk = Bk + Bj* Bi’ U} — Bi* (}i} = Hup BY,

ou le point-virgule désigne la dérivée covariante le long du souse-space set la
virgule la dérivée partielle par rapport a u*, {,Li} et { jﬁ;} étant les symboles
de Christoffel pour V, et V., respectivement. Les Hjp = Hyjp apparaissant
dans les equations de Gauss sont les seconds tenseurs fondamentaux du sous-
espace.

D’autre part, les équations de Weingarten peuvent s'écrire

(1) K. Yano et Y. Muté: Sur le théoréme fondamental dans la géométrie conforme
des sous-espaces riemanniens. Proc. Physico-Math. Soc. Japan, 24 (1942), 437-449.
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(15) B =Bpl + BE B (&)= — B Hiwp + Leau Ba,
ou
H'wp = gv Hap et Lpor(= — Lopt) = g B#.4 Ba.

Or, si P'on effectue une transformation conforme
(16) & = P8
du tenseur fondamental g, ou o est une fonction arbitraire des coordon-
nees, les trois tenseurs fondamentax g, Hjrret Lpgr du sous-espace subissent
respectivement des transformations suivantes :

g = pgin, Hpp = p (Hyp — ginpi BP), Lpor = Legr (o2 = 9 ?ﬁ d
Par conséquent, si 'on définit le tenseur Mjp par

w7 Mip = Hiep — - gis 8 Hcp
on obtient
(18) &ik = P&k, Mirp = pMjrp, Lpgr = Lpqu.

On les appelle les tendeurs fondamentaux conformes du sous-espace. Le
teriseur Mjzp satisfait 4 la relation g# Mjwp = 0.
§2. Or, nous avons démontré, dans le Mémoire cité dans §0, qu'étant don-
nés un tenseur symétrique gj, # — m tenseurs symétriques Mjrp satisfaisant
a g*Mjzp =0 et (n—m)-(n—m—1) /2 vecteurs Lpor(= — Lort), pour qu’ils
déterminent un sous-espace 3 m dimensions, plongé dans un espace euclidien
4 » dimensions et dont les trois tenseurs fondamentaux conformes sont
0%gir, pMirp et Lpgr ol p est une fonction convenable, il faut et il suffit quils
satisfassent aux cing relations
@1 Cliwn = Mup Minp — Minp Mirp

7)2%_:2_ (Mjap M'p 0 — Miap MJhP 0 b + g Map M ip —ginM' opM'sR)

M%p M, A o
(n%»-i?)D (mEZ)“ (g G — i O )s

2.2) Mijtp:n — Minp; v + Mjrg Lopn — Mjng Lor
+ g’k (M' wP:a+ M hg Lops) — '"‘g’l'“ (M%p:a+ M%q Lopa) =

23) LPQk-h - Lpgh; & — Mrap Mg + Mpap M + LpgiLron — Lein Lrok = 0,
24) _.3 Cln: [ (Mjap MOkE): 1 i (M p Map)in J
m—

m—2 2um—1) (m 2)
_ |' (Mjap M)t gin(Msp M- 2Pk
m—2 "un-—~1) (m=2)
= 1 Mixp(Mhp: a + Mh@ Lopa) — -~ Minp (M'kpa+ M'kq Lopa)
and
@5) ml I (M%p.a + M@ Lopa); n — T (M" ‘wPra + Mn@ Lora); k

+ '-n;l"T(M %@ a + MR LRga) LQPh - 7;:-1— (M%@; a + M4k LrQa) Lopk
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- —,;_1—_-2- (Rit M'hp + Miag M@ M'ip — Ry, Misp

— Miag Mg M'sp) = 0.
§3. Si I'on pose

Mij.p Mp g M%p MPap

__ MM _ gkM-ipMap
3.1) Cir m—2 2(m—1) m—2)

et

(3.2) Cwp = °rr71:T (M'p.a+ Mo Lopa),

les équations (2.1) et (2.2) peuvent s’écrire respectivement
(33)  Cliwn = Mirp Mp — Mjp M e
+ Cix0h— Cin 0% + gix C'h — ginCh
et
(34)  Mijwp;n — Mjup; & + Mjrg Lorn — Mjng Lore
+ gjx Chp — gjn Crp = 0,
ou C.'}, = g¥ Cjp.
Prenant la dérivée covariante de Mjzp M. .’},p — Mnp M‘ip ét contractant,

nous avons

(Mjsp M'np — Minp M -';el:’): i
= Mjkp; iM.'}zP + Miwp M'hp; i~ Minp; i Msp — Minp Misp; i
= Mjip; s Minp + (Mjsp: i — Miip; 5) Mnp + Miep M. b i

— Mjip: s M op — (Mijnp: — Mjip; 1) M. P — Mijnp M i
= (Mjip M'np); k — (Mjip M.4p)i 1 + Mjip(M ien—M P )

+ (Mixp; i— Mjip; 1) Mhp — (Minp; i — Miip: 1) M P

+ Mip Minp; i~ Miup Misp: .
En y substituant (3.4), on trouve
(Mjep M 1o — Minp M. ~jeP>:' i

= (Mjip Msp)y 1 — (Miip MP:n

— Miip(M o Lopr — M'nq Lops + 64 Crp — 64 Cr)

— (Mijrg Lopi — Mijig Lore + git Cip — gji Cop) Mip

+ (Mine Lopi — Mjiq Lopn + & Cip — i Chp) M. rp

dot + Mjxp Mhp; i — Mijnp M 4p. ;,
ol

(35) (Mjsp Msp — Minp M) ;
= (Mjip M'sp): 1 — (Mjip M)
— (m—3) (Mjup Cnp — Mip Cop) — gie Minp Cip + gin Misp Cip.
D’autre pert, en dérivant C% covariantement et contractant, nous avons

Chi= 1 (Miap. i M%p + Mip M%p. ) — 7(%%

= ;;;1:— (Mapi M%p + Miap M%p.5)
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1 i e (M%p M%p) s
+ =2 Miop(Mep.a— M p). 2m—1) (m—2)
En y substituant (3.5), on trouve
Chi= %—1_——2- (Map:i M%p + MipMip. »)

- —’;1_—2— Miap (Mg Lopi— M'%q Lopk + 0 Cip — 07 Cip)
‘ _ (M%pMuP:k
2(m—1)(m—2) °’
d’ol
i a b
(36) Cp;i=MiypCop+ _gMbP_IW_ERI;_Ig_.

2(m—1)
Les (Mjp Mp — Minp Mbp); i et C'r;; étant ainsi calculés, nous allons dé
river (3.3) covariantement et contracter, alors, on aura
Clinn:i = (Myp M'np — Minp Mp); i
+ Citin — Cin: e + Zit Coh i — &in Chis .
En substituant, dans cette équation, (3.5) et (3.6), on trouve
@37 Chiwni = — (m—3) (Citzn — Cins #)
— (m—3) (Mjrp Crp — Mip Crp).
Cette équations n’est autre que 'équation (2.4). Donc, I'équation (2.4) peut
é&tre déduite des équations (2.1) et (2.2).
§4. En prenant la dérivée covariante de
Mbpn— Mipr + Mg Laph — M'so Lok + 6% Chp — 04 Cop = 0
qui est équivalente a (3.4), et en contractant, on obtient
A1) (Mhpn— Mipp):i + (Mo Lops— M'ho Lape): i + Chpik —Crpi s = 0.
Or, nous avons
M 'kP =M -ihP; k)i
= Mip i~ Mnpirs i
= Mbpich + (Mpon; i — Mokp: i)
— M~ (Mbpip:i — Mp: k)
= Mbp.i;n+ (Mep Riani — Mzp Rouni)
— M i in— (M%p Riaki — Miap Rongi),
d’ol
4 2) (M'ikP;h - M-’;tP:k);i
= Mipi;n— Mhpize+ M%p Ran — M%p Rap,
en vertu de l'identité
M'.p Rohi = Miap Rohi
D’autre part, on a
M f}zo Lops — Mo Lopy); i .
= Mko: i Loph + Mk Lopr; i— M'nq; i Lope — M'hg Lopk: i
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= M':i Lopn+ Mo Laopi; 1+ Mo (Lapn: i— Lori; )
— Mo iLore — M'no Lop: 1 — Mo (Lops i — Lopi; ).
En y substituant (2.3), on trouve
(M’ Lop— M. 5:9 Lopr);: i
= M'w:i Lorn + Mk Lopi;h
+ Mo (Mhag M%ip — Miag Mhp — Lori Lrpi + Lori Lrpr)
— Mo ilom—M o Lopi;
— M(Mrag M%ip — Misg M’sp — Lore Lrri + Lori Lrpr)
= (m—1) Cro Lorr + M. ~'@o Lapi; h— Mo Misg M%p
— (m—1) Cho Lopr — Mhg Lopi .2 + M th Misg Mbp
— (Mo Lorh — Mg Lorg) Lrpi,
d’olt
4.3) (Mo Lops — Mo Lopy). ; ‘
= (m—2) Cro Lopn + (Mbo Lop): n — Mo Mizo M%p
~ (m—2) Chq Lope — (M'no Lopi): & + Mo Ming M%p.

En substituant (4.2) et (4.3) dans (4.1), on obtient
44  (m—2)(Cer;n — Chp; ) + (m—2) (Cro Lopr — Cno Lorr)

+ (M'%p Ran + Miag Mg M. jp — M%p Rar — Mizg Mo M) =0.

Ce n’est autre que I'équation (2.5). Donc, l'équation (2.5) peut étre dé-
duite des équations (2.2) et (2.3).

§5. Nous avons donc démontré .que:

La condition nécessaive et suffisante pour qu'un tenseur symétvique g, n— m
tenseurs symétriques Hirp et (n—m) m—m—1)| 2 vecteurs Lpor(=—Lopr) dé-
teyminent un sous-espace ¢ m dimensions plongé dans un espace euclidien a n
dimensions est que les tenseurs fondamentaux satisfassent aux equations (2.1),
22) et (23).



