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(Comm. by S. KAKEYA, "M. I.A., Sept. 12, 1946.)

Die Theorie der linearen Differentialgleichungen auf einer Riemannschen
Fltiche, die hauptstichlich von Poincard und Klein entwickelt wurde, kana

man als eine naturgemtisse Verallgemeinerung des Abelschen Integrals be-

trachten. Um dieses Verhtiltnis explizite und anschaulich auszudriicken, will

ich eine neue Bezeichnung einffihren, und damit Periodenrelationen fiir das
zu einer Darstellung der Fundamentalgruppe geh6rige Differential, gewinnen,

welche die k!assischen Riemann-Weierstrassschen Periodenrelation als Spezial-

fall enthalten.
dF sei eine r-reihige Matrix, deren Elemente Funktionen auf der Rie-

mannschen Fltiche sind, die maximal fiber mit einer gegebenen Signatur

fiberlagert. Dann bilden wir fo]ge.lade Differentia]gleichung.

dX dF. X, (1)

wobei X eine r-reihige LSsungsmatrix ist.

Sei X eine L6sung, welche Anfangswert Er im Punkte a hat und I?tings

einer Kurve w bis zum z fortgesetzt wird. Dieselbe L6sung bezeichnen wir

folgendermassen

e (w)

Wenn wit die Cauchysche Polygonmethode auf 1) anwenden, so ergibt

sich

fZdF lim (Er + dF(a. ))(Er + dF(an-1) (Er + dE(a)),
e" atw)

WO ax (=a) as... a, = z) eine Reihe yon Punkten auf der Kurve w. ist. Offensi-

chtlich ist X eine Funktion der Punkte a trnd z und des Weges w. Aus dr
F,igenschaft der analytischen Fortsetzung folgt, das, sie sogar eine Funktion

der Wegeklasse, d. i. invariant ist gegenfiber j,eder homotopen (nicht homolo-

gen, falls r > 1) nderung des Weges. Falls r=l, ist sie nichts anderes a!s

exp(fZdF,genauegesprochen, eine Verallgemeinerung des "potenzier-
\ a(w)

ten" Abelschen Integrals.
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wo

In iiblicher Schreibweise lisst sich $chreibenm

e a (to) e=0

:>t>...t

hnlich wie gew6hnliche Identitten der Integralrechnung, folgende Bezie-

hungen bestehen,

,i;,,r; .--.r:
wobei C eine konstante Matrix bedeutet.

Nach diesen Vorbereitungen, will ich sie auf die Theorie der hyperabel-
sehen Funktionen anwenden.

Sei As eine Darstellung der Fundamentalgruppe, und A’s irgendeine

Darstellung, die zu As iquivalent ist(2), d. i.

A’ U As U-1

ftir eine iiberall end!iche Funktion U, welche" transzendente Einheitsfunk-

tion" genannt werden kann.(a)

Satz I. Jede zu As iquivalente Darstellung As ist dutch folgende Glaich-
ung gegeben.

A’ C d)A C-

wobei d in beliebiges Differential bedeutet, welches da2 As da2As-I iberall
endlich macht.

Beweis.

fw2 fdl2s A(fad2) As-x As UCA:
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nd bier ist UCA d C- A2U "auch eine Lsung der (1), so muss

A2U UA’, sNn, wo A’ eine Monodromieupe der (1) ist. Daher er-

bt sich

6 as

Ersetzen wit iese Gleichung in efinierenn Rlationen der Funda-
mentppe

c EO , ,.
wobei t ein beliebger ameter ist, und entwickeln sie als Potenzreihe des
t, so gewinnen wir, indem C E

e"j a aSi aSJ

a
wobei

Oi, ., *i, i.g + *i, i
a
Sat II. Wenn S alle Glieder, deren jede durch Einschaltung der i in

linker Seiten der Ai un i in echter Seiten der A in (2 entsteht,

fasst, und Ti (i= 1, 2, ...1) dutch hnliches Verfahren aus (3) entsteht, so lt
identisch

Sei S die Summe, die durch zweimalige Anwendungen des rigen Verfah-
ten entsteht, und S’ eine Summe, die dutch eiumalig Einschaltung des
und *i, gegeben wird, so besteht

hnliches gilt fr
T, + T, 0

Fr die EinsdarsteEung Ev eha]ten wit au d Z L dWi wo
i=l

eine beliebige r-reihige Matrix und dwi p Normaldifferenfial erster Gattung
sind.

In diem Spezialfall ist (4) ivial. Fr (5) erbt :ich

i=1
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Hieraus folgt

(Wi, lWk, l+p-- Wk, lWi. l+P) 0 (i, k 1, p),
=1

wobei Wi,.k eine Periode des dw lings der geschlossenen Kurve Ak. Also
sind sie die Riemann-Weierstrassschen Periodenrelationen der Differentiale

erster Gattung.


