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N. Lusin a tablit le thorme suivant qui est fondamental
<lans la thorie des ensembles analytiques.

Thorme de N. Lusin. Si E es$ un ensemble analy,ique dans
le plan OXY e uniforme par rappor$ l’axe OX, il exise une courbe
mesurable (B) telle que l’ensemble E es$ situ sur cete courbe.

Sa dmonstration se base l’effet" deux ensembles analytiques
disjoints sont toujours sparables (B)--ce qui est encore un thorme
ondamental dans cette: thorie.

L’objet de cette note est cl’tudier une sparation de deux
ensembles analytiques plans dont l’un est situ au-dessous de l’autre
par une courbe mesurable (B), et de prouver, comme son application,.
e thorme precedent.

1. Notations e dfinitions. Soit E un ensemble situ dans
le plan OXY. Dsignons par SE l’ensemble des points situs sur
:les droites parallles l’axe OY qui sont menses par tousles points
de E. Soit P la droite parallle l’axe OY qui est mene par le
point (,, 0), et considrons le point ’ dont l’abscisse est . et dont
l’ordonne est la borne suprieure des ordonnes des points de
PE, si P E =b 0.) Dsignons par E l’ensemble des points .
I1 est "trs ais de voir que l’ensemble E est uniforme par rapport

l’axe OX. Le point . sera dfini en remplaant dans la dfinition
de le mot "suprieure" par "infrieure ", et dsignons par E
l’ensemble des points . Soit E [8 E] la somme de E [ E] et
l’ensemble des points situs au-dessus [au-dessous] de E[E].

Dsignons enfin par (a y b) la partie clu plan 0XY dont
le point a une ordonne a et <b. La partie (ayb) sera
dfinie d’une fa.con analogue, et (y a) est la droite parallle l’axe
OX mene par le point (0, a).

1) Cf., N. Lusin: Lee,ons sur les ensembles analytiques etc., (1930) p. 234.
2) Un ensemble plan E est dit unlforme [sen-uniforme] par rapport & l’axe

OX, si toute droite parallle l’axe OY coupe E en un point [en un nombre
dnombrable de points] au plus. Un ensemble plan est appel courbe, s’i! est
uniforme par rapport l’axe OX et sa projection sur cette axe est lui identique.

3) Cf., H. Watanabe" Sur un problme de N. Lusin concernant la sparabilit
des ensembles plans (paraitre darts T6hoku Math. Journ.).

4) Evidemment eE ou non.
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2. Thorme. Pour deux ensembles analytiques plans M et N
tels que

(1) N 8M, M---$N,
il eiste une courbe W qui es mesurable (B) e telle que

(2) M ’W, N.;W.
Dmonstration. Nous pouvons supposer que les ensembles M

et N sont situs dans la partie (--1 <. y < 1). Soit, en effet, q une
transformation homomorphe du plan OXY la partie (--1 y < 1)"

x’ y y/(1 + Yl)
et posons 0P (M)----M q(.N)--N Evidement M et N sont des
ensembles analytiques et jouissent des conditions

N aM et SM--$N.
S’il existe une courbe W qui est mesurable (B) telle que

M 8 W .N 8 W
nous dsignons par Wr la somme de l’ensemble Wr.(--l<f< 1)
et la projeetion sur la droiee (r O) d’ensemble Wr- (--1 r 1)
qui est mesurable (B)et uniforme. L’ensemble W" est alors une
courbe mesurable (B) situe dans (--1y 1). En posant
W o-(W;), il est vident que W est une courbe cherche pour
deux ensembles M et N.

Supposons donc que Met N sont contenus dans (--1 y 1)..
Nous observons deux css" cas o5 M. N 0 et cas gnral.

Cas o M.N--0. Soient

f (), y 2 (s)
et x g (t) y ---- g (t)
des representations paramtriques des ensembles Met N respective-
ment, c.--d., f, f sont des fonctions continues dfinies dans et
g, g dans )t. Pour tout entier positif k---1,2, soient
G, et ,, , des intervalles de Baire d’orde k de
et respectivement, et supposons que

(’;-’l ..., ,,, Gin,, ..., ,, ,,/,
,, ..., , D H,,, ..., , /

(k m, ..., m/; nx, ..., n, 1, 2, ...).
Soient ML, ..., et N,, ...,,, les images de G, ..., et
Hh, ...,,,, par f, f et g, gz respectivement.

Suploosons, par impossible, que notre assertion n’est pas vraie.
I1 existe alors un couple d’entiers positifs (m;;n;) tel que pour
M et N,, il n’existe pas de courbe W qui est mesurable (B) et
telle que M. . W, N] W. Si, en effet, pour tout couple

5) , t sont des domaines fondamentaux qui sont constitu6s par tous les
points irrationnels dans (0, 1).
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(m,; n), il existe une courbe W,, :,. qui est mesurable (B) et telle
que M, W,,,;,, et N, W, ;,,,, comme on peut supposer
que W ,., (--1 y I),) l’ensemble

W (’ W,,;,)
=I ,1 =1

est une courbe mesurable (B) qui jouit de la condition (2)- une
contradiction.

I1 existe doric un tel couple (m; n). D’une mSme consideration
on a une suite
( 3 (m; n), (m, m; n, n), ..., (m;, ..., m; n;, ..., n), ...,

il n’existe paso pour les ensembles M, ...,,, et N,, ..., ,
de courbe W qui est mesurable (B) et telle que

’W et N,.,,...,,W.m&
Les suites des intervalles de Baire

+rant deroissantes, elles dterminent deux points s ett respeetive-
ment. Posons

po (A (s),A ()), q (g, (to), g, (to)).
Evidemment pOe M, qO e N et po qO puisque M.N0. I1 en suit que
qOg (po) eomme N3 M. I1 existe done deux eirques C, Co et
une eourbe W qui est mesurable (B), tels que

Pour tout entier positif k qui est suffisamment grand, on a

ogo o < c.,o,
donc a foriori

G , W H,,.,,..., ,...,<W.
Ces dernres relations contredrent la proprt de le suite (3).

Cas g$n$ra{,s} Soit M l’ensemble qu est obtenu en deplaant
l’ensemble M para]llement l’axe OY par ordonne--I/k ( I, 2,
...). L’ensemble M est un ensemble analytique tel que N< M,
$ M N et M. N 0. Donc, par ce qui vient d’tabHr, ] exste
une courbe W qui est mesurable
N<$W. On peut supposer que WC(-IyI). En posant

W W, on voit facHement que W est une courbe mesurab]e

(B) et satsfat (2), c.q.f.d.

6) Si non, il suffit, au lieu de Wml; I, de tenir
(y i)} + (y =--I)] qui est mesurab]e (B).

7) Si E un ensemble mesurable (B) plan et semi-uniforme, est un ensemble
mesurable (B). Cf., ma note, loc. cit.

8) Ce cas sera rdut au cas precedent. En effet, en employant des notations
dans ma note loc. cit., on a d’aprs (I)

’M, M(A), ND’M, ’M=Net ’M.N=0.
Et il suffit de consd4rer B’M et BN au lieu de Met N.
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3. Maintenant, nous prouverons le th6or6me de Lusin. Soit
E un ensemble analytique plan et uniforme par rapport l’axe
OA\ D6signons par M et N les ensembles des points situ6s
au-dessous et au-dessus de E respectivement. Comme on salt
bien, Met N sont des ensembles analytiques et satisfont $ la
condition (1). Donc, par notre th6orme, il existe une courbe W
qui est mesurable (B) et satisfait (2). Enfin il est 6vident que
l’ensemble E est situ6 sur cette courbe .W. c.q.f.d.


