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144. Sur la Fonction Convexe

Par Masuo HUKUHARA
Institut de Mathmatiques, Universit de Tokyo

(Comm. by Z. SUETUNA, M.J.A., Oct. 12, 1954)

Une onction f(x) sera appele convexe dans un intervalle ouvert
(a, B) si elle satisfait l’ingalit

( x/ ) < f(x) +f(y)f \-- , 2

pour x, y(a, /). A. Ostrowski a dmontr1) qu’une onction
convexe est continue si elle est bornde suprieurement sur un en-
semble de mesure positive. Evidemmen, une oncion convexe
peut-re bornde infrieuremen sans tre continue.

En effe, soi g(x) une foction discontinue saisfaisan l’qua-
ion oncionnelle

x/y

2

Si p(x) est une onction convexe dans (-, ), la onction

est convexe. Si l’on prend, par exemple, 9(x)e, f(x) est dis-
continue et bornde infrieurement.

D’autre part, A. Ostrowski a ddmontrd, concernant l’quation
onctionnelle

(m) + + y),
le hdorme suivant:

Une fonction g(x) satisfaisant & cette $quation est nScessairement
continue, si elle ne prend, sur un ensemble de mesure positive, aucune
valeur entre deux hombres.

On peut ddmontrer de la mme manire) que cette conclusion
subsiste encore pour la solution de (II).

Si l’on a (III) quand x, y et x/y appartiennent en mme temps
l’intervalle (a, B), nous dirons qu’une onction g(x) satisfait

(III) dans (a, B ). On peut alors noncer ]e thdorme suivant:
Supposons que g(x) satisfasse & (III) dans (a, B) et ne prenne,

sur un ensemble E de mesure positive, auaune valeur entre deux hom-

bres. Si l’on a 3a</, 0</, g(x) est continue dans (a, /) (par
suite elle est gale Ax). Si l’on a 2a</!/3a, et si E est contenu

1) J. D. M. V., 38, 56-62 (1929).
2) Funk. Ekv., 7, 175-190 (1954).
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dans l’un des intervalles <a, B-a>, <2a, /9>, on a g(x)=Ax+B dans
<a, -a > et g(x) Ax+2B dans 2a, /9> Les valeurs que prend
g(x) dans [.B-a, 2a] sont tout & fait arbitraires.

Revenons la fonction convexe. Quoiqu’une fonction convexe
discontinue puisse 6tre born6e inf6rieurement, on peut se proposer
la question suivante:

Si une fonction convexe dans <a, B> est born6e inf6rieurement
sur un ensemble de mesure positive, est-elle bornde inf6rieurement
dans <a, /> ?

La r@onse est affirmative, c’est ce que nous allons montrer.
Soient a’ et B des valeurs quelconques dans la, B}. Dsignons

par E l’ensemble des valeurs
2-.ma + (1- 2-’-m)/9’,

m dsignant un entier quelconque entre 0 et 2". On voit, par
l’lnduction par rapport n, que l’on a

f(x + (1 )y)f(x) + (1- )f(y)
quaad x, yet x+(1-)y(0l) appartiennent routes E. Donc
la conclusion reste vraie quand x, y et x+(1-)y appartiennent
routes E= )E.. Cette ingalit entrane immdiatement l’exis-
tence d’une fonction (x) continue et convexe dans [a’, B et
concidant avec f(x) sur E.

Cela pos, supposons que l’on a
( 1 ) lim f(x + h)= o

h-0

pour x=/e [a, B}. Quelque grand que soit M, on peut trouver,
dans un voisinage arbitrairement petit de % une valeur a tetle que
f(at) M. Soit Brune valeur quelconque dans (a B }. Considrons
]a fonction (x)dfinie tout l’heure. Si [a", P" est contenu
dans ( a’, B}, on a a’< a"<B"< B’. (x) tant convexe dans a",
on a uniformment (x)-- dans [a", Z’r quand M->,
f(x) coincidant avec (x) sur un ensemble dense clans [a’, P"_, on a
(1) pour x s (at,pt }. [a, Br tant un intervalle quelconque
contenu dans (7, Z}, on a (1) pour xs (7, Z}. Si /e (a,B, on
a de mme (1) pour xs (a, 7}. Par suite, si l’on a (1) pour une
valeur dans [a, B, on a (1) dans (a, B}.

Dans le cas contraire, la onction dfinie par

f(x) lim f(x + h)

est continue et convexe dans (a, B}. Si l’on a (1), nous posons
f(x)=-. On a alors le

Thdorme. Soit g(x) une fonction continue dans (a, } et telle
que g(x)>f(x). I1 est impossible que l’on a f(x)g(x) sur un ensemble
de mesure positive contenu dans (a, B }.

Supposons que l’on avait f(x)g(x) sur un ensembl E de mesure
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positive. Soit / une valeur off la densit6 de E est gale 1. On
peut supposer que l’on a

EC(v-a, v+a), (v-3, v+38)c(,
et

f(x)--f("/) < , g(x) >f(7) + s’
dans v-3, v+3, , ’()et 6tant des nombres positifs. Posons

c=f(v), C= { <v-, v+>; f()<c+}.
L’ensemble C est dense dans Kv-3, v+3}. Si xeE, on a, pour
x=2x- ,

f(x’)2f(x)-f() >c + 2s’- .
D’aprs le lemme d6montr6 par A. Ostrowski, l’ensemble

contient tous les points de (7-3, +3 } saul peut-6tre un ensemble
de mesure nulle. On a donc

f(x)>c+2s’-s
presque partout dans (-3, 7+3}. 0n peut discuter de ]a m6me
mani6re en remplaant par 2s-s. On a alors

f(x) > c + 4’- 3s
presque partout dans (7-, v+3}. En continuant ainsi, on voit
que l’on a
2 f(x) > c + 2’’- (2"- 1)

sur un ensemble I’ qui contient tous les points de (v-3, 7+3}
saul peut-4tre un ensemble de mesure nulle. Si x e I on a (2)

pour un entier quelconque n, ce qui est impossible. Le th6orme
est donc d6montr6.

Remarque 1. Le graphe d’une fonction convexe discontinue est
dense dans le domaine

,<x<fl, f(x)<y< .
En effet, soit (7-3, 7+3} un intervalle quelconque contenu

dans (a, fl}. 0n peut trouver, quelque petit que soit >0, deux
valeurs a, B contenues dans (7-3, v+3} et telles que

f("’)<f(v) + , f(Z’)>/.
f(x) colncidant avec @(x) d6finie plus haut, l’ensemble des valeurs
que prend f(x) dans (a’, fl’} (ou (’, a’})est dense dans l’intervalle
(f(a), f(fl’)}, d’ofi d6coule la proposition annonc6e.

Remarque 2. On peut 6tendre sans peine les r6sultats au cas
de la onction convexe d’un nombre fini de variables.


