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Sur l’Application Qui Fair Correspondre
une Courbe une Famille de Courbes

Par Tokui SAT5
Institut de Mathdmatiques, Universitd de KSbe

(Comm. by Z. SUETUNA, M.J.A., Jan. 12, 1955)

1. Le but de cette prsente note est / dtablir, en tendant
l’ide de M. le prof. M. Hukuhara" l’quation intgrale de Volterra,
un thorme analogue Kneser.

2. Dsignons par f un systme de n fonctions relles f(x),...,
f,(x) continues dans [0, 1 . L’ensemble de tous les f forme un espace

linaire (C), si nous introduisons la distance p(f,g) par max
Oxl

-() l,. ., IA()-g()
Nous considdrons une application K qui fair correspondre f e (C)

et e [0, lJ un ensemble contenu dans (C)’(fi 2).K et qui satisfait
aux conditions suivantes:

I. K est compacte, i.e. .K-- L) (, ).K est compacte si l’est,

o (, 2).K d6signe la r6union 0 (f, )" K;

II. K est semi-continue supdrieurement, i.e. si l’on a u e (f, i).K
et f,of, -->2, ung pour n-->oo, on a u e (f,).K;

III. K est knes6rienne, i.e. (f, 2). K est un continu dans (C) quels

que soient f et 2.
On a alors le

Thdorme 1. Si est un continu dan. (C), (, 2).K est aussi un
continu.

On volt sans peine que (, ).K est fermi. S’il n’tait pas
continu, il existerait deux ensembles ferms et disjoints , tels
que (, 2).K=l’3 D6finissons (j= 1, 2) par

(f, 2).K@ 0}. On a 6videmment =’. I1 est ais6 de voir que
(j=l, 2) sont ferm6s. Donc .@0. Soit ] e

=:;(g).K(j=l, 2) seraient ferm6s et disjoints. On aurait de
pus (] ) K=(, a) "(g, ). Donc, (g, 2).K ne serait pas un con-
tinu.

On a de mme le

1) M. Hukuhara" Sur les familles de fonctions une variable rdelle, Journ. Fac.
Sc. Hokkaid5 Imp. Univ., I, 1, 163-209 (1932).
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Corollaire. Si est un continu dans (C), .K est aussi un con-
tinu dans (C).

Soient K et K(n= 1, 2,...) des applications dont le domaine est

Supposons que O.K, soit compacte dans (C) pour compacte.

Si, (e [0,1J) Cendant vers , la limite d’une suite partielle
convergente quelconque u (x, ) (u (x, ,) (, ).K) appartient
toujours (, ).K, on dira que la suite [K} a la propridt$ (T)pour
K dans [0, 1 .

On dira que (f, 0).K est sans manque, si l’on peut faire corres-

pondre / un lment quelconque de (, 0).K un systme des fonc-
ions (x, ) continues clans [0, 1 [0, lJ et satisfaisant aux condi-
ions suivantes:

i) Si l’on a v(x, ) (g,).K et

(x, )= { O__<x<_,
’(x, )

on a w(x, ) e (f, 0). K.
ii) Posons (()= (J (x,). (g) et () ont au moins un

okl

dldment commun, i et e ddsignant deux dldments quelconques de

(f, o). K.
Thorme 2. Soien$ Kn des applications copac$es, semi-continues

suprieurement et knesdriennes.
Si (f, O).K es sans manque e$ si la suite [K} a la proprit (T)

pour K dans 0, I, o = [(u); e (f, 0).K}, (f O).K est un
continu dans l’espace (C).

Soient #(j:l, 2) deux dldments quelconques de ( 0).. D’aprbs
]e coro]laire du thdorbme I, #.K(]:I, 2), (). sont des
continus dans (C), od #(u).

Ddsinons par (u, ) la famille des fonctions w;(,) qui
peuvent s’dcrre

() o,
(’)- Ivy(z, ) z,

oh v(x, ) ddsgne un dldment quelconque de (g, )-K (] e .).
Il est clair que ge(u,gS) (]=1,2, n=l, 2,...) et que

(, s) est compacte dans (C). Par ]a mdthode utflsde dans

la ddmonstration du thdorbme I, on peut conclure que (u,
(nl, 2,...) sont des contnus dans (C).

Posons
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oh p.g,1. (i,/2) est la plus grande limite2) de la suite f.(u-l, g2)}.
Par dfinition on a . e (u 2) (j= 1, 2), et (, 2) est ferme.
Pour montrer

(u ,) (f, 0). K,
prenons un lment quelconque (x, )e (,) et supposons, par
exemple, w(x, ,)w(x, ) pour n. Par dfinition

{(x) 0x,
w(z, )- v(x, ) gx, v(x, ,) (g ,).K.

Comme (K} a la proprete (T) pour K, on a v(x,
e .K. (f, 0). 6ant sans manque, on a w (x, ) (f, 0). K. On
obient done (u,) (f, 0) K.

Pour que (f, 0).K soit un continu dans (C), il suffit de montrer

que (,) est un continu dans (C). S’il n’6tait pas un coninu,

il existerait deux ensembles , ferm6s et disjoints tels que

(u, g)-
Etant (u (f, 0) K, et sont compacts. On aurait

done un nombre positif tel que

Supposons, par exemple, que . Soient (x, 2) et {w(x,}
une suite convergente vers w (x, 2), off w(x, ) (,). Par
d6finition on obtient un entier m tel que

e (w(x, ), (x, ))< /6, (w(x, .)
(u, g) 6rant un continu, on peu joindre w(x, ) et par une
$/6-chaine appartenant .;(u ). Par suite il exiserait w(x,)
%el que

e((x, .), ), ((x, ), )>6/6, (x,) w(u, ).
On obtient une suite w.,(x, ,,,) (, ") 6rant compact, on

peut supposer sans perdre la generahte que [(x, 2.)} converge vers
(x, ). On aurait done

(x, )
(, ’) 6rant ferm6, on a

(x, ) (, ),
ce qui est absurde.

:. Soient f(x) un systme de n fonctions continues dans l’inter-

valle [0, 1 et K(x,t, ) un sysgme de n fonetions continues et

2) Soit une suite [En} d’ensembles dans l’espace (C). Sa plus grande limite que
nus d4signerons par p.g.1. En est l’ensemble des points p tels que, quel que soit le
voisinage V(p)du point p, la relation EnV(p)O soit verifi4e pour une infinit4 de n.
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borndes dans le domaine D: 0 t x 1; u i< o (j--l, 2,..., n).
Dsignons par la famille de f(x).

Considrons l’quation intgrale de Volterra

(x)-f(x) + K(x, t, g(t)) dt (0 1).

Soit g= (x, ) une solution de cette bquation. Faisons corre
pondre f(x) et e [0, l J la famille des solutions (x, ), et d-
signons par (f, ).K cette correspondance.

Supposons que soit compacte et ferrule dans l’espace (C).
Dans ce cas on volt sans peine que les hypotheses Iet II sont

remplies.

Pour montrer que (f, O).K est sans manque, il suffit de dfinir
Y(x, ) par

+

On eu d6erminer une suite des foneions K(, , ) continues
dns D, saisfaisan la condition de Lisehi relative

eonvergean vers (z, , ) uniform6men darts D.

D6sinons ar (f, 2).K la famille des solutions de l’6quation

f
On voi ais6men que la suite des alieaions {K}

(T) our K dans x [0, 1.
D’args le th6orgme 2, nous arrivons u h6orgme suivan.

D’args le h6orgme 1 nous obenons le eorollaire suivn.
Corollaire. So eonti eompae

(, O).K gee olio de l’dqtio (1) (f()
(c).

3) Le th4orSme de Kneser relatif l’4quation int4grale de Volterra est une con-
s4quence imm4diate de ce thdorSme. Voir le thdorme 18 dans mon m4moire: Sur
l’dquation intggrale non lin4aire de Volterea, Comp. Math., 11, 287 (1953).


