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50. Fonctions Presque Prlodiques du Type Special.

Par Shin-ichi MATSUSHITA
(Comm. by K. KUNUGI, M.J./k., April 12, 1955)

6. Th$orie de representation compose. Jusqu’. present, nous
avons eu, dans la thorie de representation des groupes topologiques,
les deux apparemment divers aspects, l’un sur la representation de
dimension finie et l’autre, dans le cas off un groupe est 1. c., sur
celle de dimension infinie. L’tude des fonctions 10. p. au sens de
MM. H. Bohr et yon Neumann se appartient tout fair la thorie
de representation de la premiere espce; c’est le rsultat clbre de
M. J. yon Neumann lui-mme.

D’ailleurs, la dernire thorie de representation, se basant sur
l’analyse des fonctions de type positif, a t tablie par MM. I.
Gelfand et D. Raikov, et dveloppe successivement et assez ind-
pendamment par MM. H. Cartan-R. Godement (loc. cit.), R. Gode-
ment lui-mme, I. E. Segal, F. I. Mautner, etc. Toutefois il me
semble que la liaison organise de ces deux theories n’ait gure pu
re mene / bien jusqu’ici que dans le cas o un groupe est com-
pact (par contre, la th0rie de MM. F. Peter et H. Weyl pour les
groupes compacts ne laisse rien dsirer ce point de rue).

Sous cette intention, nous dcomposerons tout d’abord route
fonction a(x) de (G) en la somme direct (continue) de ses sections
a(x), et ensuite approcherons chaque a$(x), dans l’espace (G)
(dfine ci-dessous) par des combinaisons linaires de fonctions de la
forme De, tant une mesure ponctuelle + 1 en un point go Vo;

la fin, nous verrons que ces procedures entrainent bien les deux
representation-theories prmentiones comme les deux extremes.

6.1. Soit [(’)}e, une famille complete des representation
unitaires irrductibles de dimension finie, mutuellement inqui-
valentes, de G; pour chaque (.)--(D(.)), (de degr n), nous
dsignons par I(G)(en abrg6 ) le sous-espace vectoriel ferm

1) Nous faisons usage continfiment et systmatiquement des notations de mes
Notes prcdentes" Fonctions presque p$riodiques du type special. I et II, ici citdes
Ill et [II] respectivement.

2) J. von Neumann: Almost periodic functions in a group, Trans. Amer. Math.
Soc., 36, 445-492 (1934).

3) R. Godement: Sur la thorie des reprsentation unitaires, Ann. Math., (2)
53, 68-124 (1951). I.E. Segal: The group algebra of a locally compact group, Trans.
Amer. Math. Soc., 61, 69-105 (1947). F.I. Mautner: Unitary representations of
locally compact groups, Iet II, Ann. Math., 51 et 52 (1950).

4) F. Peter et H. Weyl: Die Vollstindigkeit der primitiven Darstellungen einer
geschlossen kontinuierlichen Gruppen, Math. Ann., 97 (1927).
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de I(G), espace orm par les sections a(x)--n., D(x)m[Da de
routes a e I(G), et posons
(6.1) [_] ])e (somme directe).

Envisagent le thor&me de l’unicit (Thor&me 8 [II]), nous
obtenons une correspondance bi-univoque entre (G) et un sous-espace
de [a]. En effet, route a(x) est associe un et un seul lment
[a] de [] de telle orme que a]--ea., O a dsigne la
section de a dans une . Ce ait sera crit symboliquement;
(6.2) aea ou parois a[a}

On peut dire que cette correspondance n’est autre qu’une
extension de la notion d’/expansion de Fourier; en effet, pour une

.jja(x) admettant expansion de Fourier, =(n.,:.., on a
videmment a.e(, ,)a, off le signe $(, ,) dsigne, pour
gal h quelqu’un , d’entre (,, ,,...), le nombre+l et autrement
0, c’est dire la srie de Fourier au sens usuel.

D’autre part, chaque s’engendre linairement de i’ensemble
des 2onctions (de I) de telle forme que D(x)z, tant une mesure
+ 1 place un point V0. En effet, route mesure e est vague-
ment adhrente l’espace vectoriel des mesures dont le support est
fini, c’est--dire, =lira. vag. ?ken, d’ofi rsulte que D(x)

limD(x) ?_ ke lim ?= k.D,(x)e dans (G). Dsignons
maintenant par l’espace vectoriel qui est engendr par
pour un ,cA et un point fix 0eV0; nous savons vrifier que

o est invariant sous les translates droite et gauche, a(x)
a(a-x) et ,a(xa) pour tout a e G, et de plus qu’il est un sous-
espace invaliant minimal de I(G) (pour ces translates). Ainsi nous
avons le thorme suivant, qui ait reconnatre lui-mme pour une
extension de la dcomposition d’espace des 2onctions continues (auto-
matiquement, p. p.) sur un groupe compact.:

Thorme 11. I(G) est reprsentg d’une manire unique dans
la somme directe (de puissance A) des sous-espaces de (G)(, e A),
dans chacun desquels le systme des D(x)e, 1 p, qn, e Vo, est
total. En outre, chaque est l’adhrence, dans I(G), de la runion
des sous-espaces invariants minimals o, o e , mutuellement dis-
joints.

6.2. A tout o, on peut associer uniquement une fonction

ro(x) de Zo, dfinie par l’galit;

(6.3) ro(x) Trace [(x)%- 2D(x)eo.
n n

Considrons maintenant la transforme (du type de Fourier-

5) Sous une petite modification pour les mesures complexes, voir N. Bourbaki"
Integration, Actuel. Sci. et Ind., Paris, n 1175 (1952), cit dsormais N. Bourbaki [1],
Thorme 1, Chap. 3, n 3.
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Stieltjes) de cette r,(w),
(6.4) -o(x) D,(x)Oo(X),

"Vo n
c’est un produit simple d’une fonction p. p. numdrique et d’une
fonction de type positif: de plus, 4o(x) elle-mAme est de type sitif,
ou plus prdcisdment, une combinaison convexe des fonctions de type
positif **(x) D,,(X)o(X) pour 1 i n. En effet, pour route
f L(G) on a

ff*f(x) **(x) dx= (y)f(y-’x)D,(X)o(x)dx dy

#ff o(U-V) f(u)D#,(u)f(v)D#,(v)dudv O,

off fg(f, g L(G)) ddsigne le produit (de composition)duns l’algbre
involutive de Banach L(G), pour la mesure de Haar gauche dx
sur G, et f*(x)=f(x-)p(x) (on note p(x) la densitd de M. A. Well,
c’est--dire dx- (x)dx)

Cela tant, les f

r,o(x)dx s annule constituent un sous-espace ferm Nn de L(G) et

pour l’application canonique f,f de L(G) sur l’espace quotient

L(G)/No, tout les ] constituent, en compltant pour la norme

f)vo’ un espaee hilbertien o.) L’opration hnemre
].-Uf oh f(. )-
dans Ho, ear on a g*
se met en une representation unitaire de G dans H0"

De la mSme manire, pour ehaque D,(x)evo avee sa transformge

**(x) on peut assoeier un espaee hilbertien Ho, des lments f*,
qui sont les images eanoniques des f L(G) dans H muni de la

norme II/ !1o, et d6finir aussi une repr6sentation unitaire U de G
duns H En posant fi( ) (x)f(x) on a0

Conformmen eerie deomposition (6.5), on obtient une d-
composition de la representation U (dans o) eomme suit;
(6.5’) a G.

6.3. Ainsi, eeei nous permet de dire qu’ tout sous-espaee
invariant minimal o de ?I(G) on peut faire eorrespondre uniquement

6) Voir i cette notation I. E. Segal: Loc. cit., D6finition 1.6. L’inverse J(x) de
p(x) s’appelle la fonction modulaire; A. Weil: L’intgration duns les groupes topolo-
giques et son applications, Paris (1938). L. H. Loomis: A.n introduction to abstract
harmonic analysis, 34C, Princeton (1953).

7) Le produit scalaire duns Ho est d6fini par ’ g)vo-" -’ag*f(x)o(x)dx"
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un espace hilbertien H et une representation unitaire U de G clans
Ho, dont les dcompositions (6.5) et (6.5) sont tablies; en route
rigueur, il faudrait ici indexer U avec , e A) et cpo(q% e Vo), mais
nous nous en dispenserons rant qu’aucune confusion ne pourra en
rsulter. Or, cette representation [5 n’est pas, en gnral, irrduc-
tible au sens qu’il n’y a aucun sous-espace ferm invariant sous
{U}e que Ho lui-mme et (0), et de plus, comme on va le oir,
la correspondance Io---, Ho n’est pas bi-univoque.

D’abord, comformtment un thorme fondamental pour la
rductibilit des representations hilbertiennes,s on a le

Lemme 2. Pour que la representation U dans Ho soit irr$duc-

tible, il faut et il suffit que la matrice D(qo.(x))=- )(x) qo(X) soit
de la forme;

, \

D((x))-I i q(x’)" i q(x)"x))
En effet, si [U}ea est irrdductible, il existe une fonction l-

^ 1 2Oo(x)_=_q(x) (rappelons qu’unementaire (pl(x) que l’on a

fonction o P(G) est dit lmentaire, si p est extrmale pour l’-
ensembre compact convexe des fonctions de type positif relies que
p(e) 1, not Po(G)).) Toute cp tant contenue dans Po(G), il en
rsulte que q=o pour tout i, 1 i n, d’oh la ncessit. La
rciproque est vidente.

Par exemple, si G est 1. c. ablien, la representation unitaire
dfinie ci-dessus dans tout Hn est irrductible, car route (.) est
de dimension 1 et tout qo e Vo (-un caractre) est lmentaire.
Dans ce cas, on voit videmment que l’on a H --H pour
=,o(X), ’x)--1 et :g.-0Z; ce qui exprime la non-unicit de la
correspondance /o,Ho comme annonc.

7. Les cas spciaux. Dans ce numro, cherchons des cas
l’on prendra ou bien G lui-mme du type special:

Cas oit 7)=1. Tout Ho est, en gnral, de dimension infinie
et U dans celui est irrdductible (d’aprs un thorme dj cit de
MM. H. Cartan-Godement). Cela n’est autre que le cas tudi par
MM. Gelfand-Raikov, H. Cartan-Godement. (Notons que si G est
minimalement presque priodique, --1 est une seule representation
irrductible de dimension finie et tout Ho est de cette forme.)

Cas olt po(X)--1. Compte tenu du calcul dans 6.2., la norme

8) H. Cartan-R. Godement: Loc. cit., Thorme A, p. 85.
9) En ce qui concerne le point extrdmal d’un ensemble convexe et le th4orme

de MM. Krein-Milman, voir p. ex. N. Bourbaki [_2J: Espaces vectoriels topologiques,
Chap. 2, 4 (1952).
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]]/]]o dans Ho (pour tout , e A) s’ecrit

I1 s’ensuit que No coincide avee l’espaee des f vrifiant

qui forme elairement ideal de deux e6tsun

maximal de l’algbre L(G); il suit de 1 que tout Ho(, e A) est de
dimension finie. Ce sujet a t tudi par M. K. Iwasawa.

Toutefois, la representation U (dans eet Ho) n’est pas, en
gnral, irrduetible; en s’appuyant sur le Lemme 2, pour qu’elle
soit irrductible, il est besoin que, dans D(o,(x))=(x), D(x)
=D(x)--... =D(x) et D(x) soit extrmale pour Po(G), d’ofi
doit 8tre de dimension 1. Par contre, si n 1, U, est ncessaire-
ment rductible et tout Ho, dfini dans (6.5) est celui dans lequel
U est irreducible;" alors tous U dans (6.5) sont quivalentes l’un

l’autre, et en tout U elle-mSme (voir Thr. 13 ci-dessous).
groupe compact. Dans ce cas, on a m,[fCas d’un

dont la mesure de Haar dx est de masse totale 1 et, d’aprs la
dfinition de la presque-priodicit, P(G) A(G). Soit (x) un point
extrmal quelconque pour P0(G); comme e A(G), grace au rsultat

D o =1 >0 d’oh (x)de M. Krein, on a (x) ,. ,=

=D,(x). Rciproquement, tout D(x) est extrmal pour Po(G),
autrement dit, lmentaire.

Ainsi tout H((x)=l) et tout H sont de dimension finie; par
suit, il en est ainsi de U dans chacun d’eux. Pour (x)-I et
=D,(x), on a
(7.2) H-Hq et H- H= H.

Th4orme 12. La representation unitaire U dans Ho, o D
est de la forme (a) (a) ou bien (a)@ (a), oh ddsigne
le produit kroneckrien.

Th4or6me 1. En posant ).(x)=n;’Trace(x), on a
et U dans Ho est 5quivalente celle dans H}, 1 i n.

Ces deux th4ormes r4sultent du fair: Trace

et N} est constitut6 par les f verifiant [f(x)[D,)(x)(x)Jdx=O,
G

10) K. Iwasawa: On group rings of topological groups, Proc. Imp. Acad., 20,
67-70 (1944). Encore voir un expos4 en Japonais du mSme auteur clans <<Zenkoku
Sij6 Sfigaku Danwakai>>, Osaka, 246 (1942) et 251 (1943).

11) A cause du calcul dans 6.2., N0 colncide, pour toute i-ime colonne de ,
avec l’ensemble des f variant _f(x)D,(x)dx=O pour tout k(lk<__n).

12) M. Krein: On positive functionals on almost periodic functions, C. R. URSS,
30 (1941).
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off ()x (qDq),q. Nous preiserons et gnraliserons eeei, sous une
situation tendue en fair d’un groupe non-compact, au proehain
numdro. Mais, si G est ablien (compact ou non), il est clair que:

Th4orme 14. Dans un groupe 1. c. abSlien, tout I-Po est de
dimension 1 et, comme on l’a djg vu U, dans celui est toujours
irrductible.

Complment" On appelle spectre de l’algbre L(G) l’ensemble
des points extrmaux (non Criviaux) de Po(G), not V; si G est 1. c.

ablien, on a videmment V=G= Vo (qui est alors un groupe 1. c.
ablien) et si G est discret, L(G) tant unitaire, V est spard du
point 0 et ainsi ferm dans V0, d’ofi V est compact. Dans le cas
d’un groupe compact, eomme on l’a vu ci-dessus, on loeu faire
correspondre les D, 1 i n, A, vis-a-vis des points de V
tout enier; out point de V ant isol dans Vo, la topologie induite
sur celui-l est discrete.

( suivre)


