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50. Application de la Mthode des ESpaces Ranges
d la Thorie de l’Int$gration. I

Par Kinjir5 KUNUGI, M.J.A.
(Comm. April 12, 1956)

1. Pour g6n6raliser la notion des espaces m6trique (ou dis-
anci6s), nous avons introduit les espaces rang6s. ) Dans cette Note,
nous allons montrer comment nous pouvons appliquer cette notion

d6finir les intdgrales.
Pour fixer les idles, consid6rons les fonctions valeurs rdelles

y---f(x) d’une variable r6elle x, d6finie sur l’intervalle a,b]-.ax
b], off a, b son deux hombres r6els quelconques tels que a <b.
:Nous disons qu’une fonction valeurs finies f(x) est en escalieP
s’il existe un nombre fini des points de division a, a,..., a._ els
que

ao=a<al<a< < an-l< an=b
et que f(x) soit constante dans chacun des sous-intervalles ouverts
a_l<x<a, i=l, 2,. ., n. Posons f(x)= a pour a_<x<a. La
otalit6 des fonctions en escalier sera d6sign6e par s. Cette classe
des fonctions joue le rSle de celle des fonctions 61mentaires au
sens de M. M. Stone. 8) En effet, en posant

( 1 ) E(f)= (x)dx= N o(a,-a_)

nous pouvons voir les trois propositions suivantes qu’on peut regarder
comme axiomes de l’int6grale.

(I) cf, f/g et [f[ appartiennent s ds que f,g appartiennent
s (c 6rant un hombre r6el fini quelconque). E es une op6ration
valeurs r6elles finies d6finie sur s. On a

E(cf)--cE(f), E(f+g)--E(f)+E(g), E(lfl)O.
(II) Si les fonctions f., (n=l, 2,...) et f appartiennent e et si

l’indgalit Ifl . Ifl a lieu, on a E(Ifl)
n=l n=l

(III) La constante f(x)-I (axb) appartient h e. M.M. Stone a
inroduit d’une manire abstraite (en appelant onction lmentaire
oute foncion d’une classe donne d’avance qui satisfait / trois

1) K. Kunugi" Sur les espaces complets et rgulirement completes. I et II,
Proc. Japan Acad., 30, 553-556, 912-916 (1954).

2) Voir F. Riesz: C. R. Acad. Sci., Paris, 1S4 641 (1912); F. Riesz et B. Sz.-
Nagy: Lemons d’Analyse Fonctionnelle, Budapest, 29 (1952).

3) M. Stone: Notes on integration I, Proc. Nat. Acad. Sci. U. S. A., 34, 336-342

(1948).
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axiomes (I), (II) et un qui est plus gnral que (III)) la notion de
norme dans la classe ( des fonctions valeurs finies ou infinies
y=f(x), <__.y + , a<__x<__b; on peut poser en effet

N(f)- inf (; -- E([ f [), [fI [fi
=I =i

o f sont des fonctions lmentaires et s’il n’existe aucune suite

des fonctions lmentaires f. telle qu’on ait If[ ] [fl, on mettra

N(f)= + . Si nous considrons alors la sous-classe de toutes les
fonctions f de ( dont les normes N(f) sont finies, et si nous identi-
fion f, g telles qu’on air N(f-g)-O, nous obtenons un espace vectoriel
normS. La norme N(f-g)y joue le r61e de la distance entre deux
fonctions f, g de .. M. M. Stone a demontr que c’est un espace
complet de sorte que soit un espace de Banach.

Enfin, M. M. Stone a considr la fermeture 9 de la classe des
fonctions 616mentaires, les fonctions de 6rant appel6es "int6g-
rabies". I1 a remarqu6 d’ail!eurs qu’6tant donn6e une fonction
int6grable f, il existe une suite des fonctions 616mentaires f. telle
qu’on ait limfi,(x)--f(x) presque partout c. d. saul des points d’un

ensemble dont la fonction caract6ristique est de norme 0.
Dans notre cas special oh e est la classe des fonctions 616men-

,aires ayant l’int6grale d6finie par (1), est la classe des fonctions
sommables au sens de Lebesgue et la notion d’avoir quelque pro-
position presque partout coincide avec le fair qu’on a cette proposi-
tion pour tous les points saul d’un ensemble de mesure nulle. Or,
le but de cette No,e est montrer que, mme dans ce cas special,
la m6thode des espaces rang6s nous permet d’61argir la notion de
l’int6grale.

Tout d’abord, nous allons introduire dans la classe e une topologie
et un rang de sorte que e devienlle la fois un espace uniforme et
rang6. Etan, donn6es un entier positif ou nul et un ensemble
ferm6 F contenu dans l’intervalle [.a, bJ, et une fonction en escalier
f, d6finissons le voisinage V(F, ,; f) de la fonc,ion f comme suit:

D6signons par 0 la fonction qui s’annule identiquement. Pour
deux fonctions f,g quelconques de , g e V(F, v; f)veut dire, comme
d6finition, g-f e V(F, ; 0). I1 nous suffira donc de d6finir le voisinage
V(F, v; 0). Le voisinage V(F, v; 0) est la totalit6 des fonctions en
escalier g qui jouissent de la propri6t6 suivante: g est une somme
de deux fonctions en escalier:

g(x)=p(x)+r(x)
qui satisfont aux conditions suivantes:
[ 1 r(x) s’annule pour out x appartenant F,
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[2 on a IP(x) ldx<2-
[3_ on a r(x)dx

Dor4navant, convenons d’iclentifier deux fonctions en escalier
qui ne different que sur un hombre fini des points de son domaine
de dfinition. Cela tant, nous pouvons sans peine voir que les
voisinages ainsi dfinis satisfont aux propositions suivantes:
(1") Tout voisinage V(F, ,; 0) contient l’lment 0.

(2*) Etant donns deux voisinages arbitraires de 0, V(F, ,; 0) et
V(F., ,; 0) il existe des voisinages V(F, ,s; 0) tels qu’on nit V(Fs, ,; O)

V(F , V(F , 0).
(3*) Pour tout voisinage V-V(F, ,; 0) de 0, on a V--V. *)

(4*) Pour tout voisinage V= V(F, ,; 0) de 0, il existe des voisinages
W= V(F’, ,’; 0) tels qu’on air W V. *
(5*) Si une fonction en escalier f n’est pas identiquement 0, ) il existe
un voisinage V(F, ,; 0) de 0 qui ne contient pas la fonction f.

Ces propositions montrent bien que est un espace uniforme.)

Pour dfinir le rang, remarquons d’abord que les voisinages
V(a, b, ,; 0) (,-0, 1, 2,...) forment une suite monotone et maxi-
male.) Donc, la profondeur de l’espace est o0. La classe 3 des
voisinages de rang , (,-0, 1, 2,...) sera forme, comme dfinition,

conditmnde tousles voisinages V(F, ,; f), f e qui satisfont la
mes a, b ] F} < 2-.

Alors, nous pouvons voir sans peine que, pour tout voisinage V--
V(F, ,; f) de f et pour out rang #, il existe un voisinage U de f
de rang suprieur t e qui est contenu dans V.

Par consequent, est un espace rang.

2. Nous avons introduit d.j la notion de suites fondamentales
dans un espace rang: une suite monotone dcroissante des voisinages

Vo(fo) vl(fl) v(f:) v(fi,)
est iondamentale, si elle satisfait deux conditions suivantes:
(1) le rang / de v(fi) est monotone croissant;
(2) on a f--f/, andis que le rang de v.(fi) es infrieur

4) V-1 dsigne l’ensemble de toutes les fonctions -f telle que fe V. W2= W. W
dsigne l’ensemble de toutes les fonctions f=g/h telles que g e W, he W.

5) Remarquons que cela signifie, d’aprs notre supposition, que f(x)-0 dans un
sous-intervalle de [_a, b].

6) Voir A. Weil: Sur les Espaces Structure Uniforme et sur la Topologie Gnd-
rale, Paris, 11 (1937).

7) Pour la terminologie concernant l’espace rang, voir K. Kunugi: Loc. cit.

1).
8) mes M dsigne la mesure au sens de Lebesgue de l’ensemble M.
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celle de v:+(f./).
Mais, pour completer l’espace rang, nous avons besoin de plus

de la notion des collections maximales. Etant donnes deux suites
fondamentales u [u(f) }, v {v(g) }, nous disons que u, v satisfont

la relation uv lorsque pour out n,n=O, 1,2,..., il existe un
indice m tel que v(g)u(f); une famille f* des suites 2ondamen-
tales s’appelle "collection maximale" lorsqu’elle satisfait deux
conditions suivantes: (1) pour deux suites fondamentales a, de f*,
il exise une suite fondamentale de f* telle qu’on air la lois 7a
et 7; (2) il n’existe aucune famille des suites fondamentales qui
satisfait la condition (1)et qui contien f* comme sous-famille
distincte de f*.

Cela pos, nous pouvons dmontrer les thormes suivants:
Thorme 1. Soit u= [u,(fi)} une suite fondamentale. Alors,

f,,=f,(x) tend vers une fonction f(x) presque partout dans l’intervalle
[a,b.

Thorme 2. Soient u= [u.(f)}, v= [v.(g.)} deux suites fonda-
mentales appartenant la mme collection maximale. Posons

f(x) lim f(x), g(x)= lim g,(x).

Alors, nous avons presque partout f(x)=g(x).
Ainsi, si nous identifions deux fonctions qui ne sont diffrentes

que sur un ensemble de mesure nulle, route collection maximale
f* dtermine une fonction qu’on peut associer cette collection
maximale. Nous dsignons cette fonction par J[f*.

Soil, d’autre part, u= [u(f.)} une suite fondamentale quelcon-

que. Alors ff(z)dx
forment une suite de Cauehy des nombres rels. Done, nous pou-

vons pser I [u lim x)dx.

Mais, nous pouvons dmontrer de plus que, si deux suites fonda-
menCales u= [u(f.)} et v= {v(g)} appartiennent la mSme collec-
tion maximale f*, nous avons IuJ=I[v; par suite, nous pouvons
crire I I f* .
Enfin, soi u= [u**(f) V(F, ;f) une suite fondamentale quel-
conque. Alors, nous avons d’abord mes (F+-F)=0 pour out n,
n=0, 1, 2,..., et ensuite la fonction-limite f(x)=limf(x) (qui est

dfinie partout un ensemble de mesure nulle pros) est sommable
sur out ensemble F (m=0, 1, 2,...). En effet, nous avons

f f(x)--f(x) ldx2-,+’ et par suite lim rf.(x)dx-ff(z)dz.
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Ensuite, considrons une proprit suivante de la suite fondamentale
u--- V(F, ,; f) elle sera appe]e "proprit P" dans la suite:
(P) Posons, pour n’:>n (n, n’--0, 1, 2,.-.),

f,(x)--f(x)--r,,(x) + p,,(x)
oh r,,(x), p..,(x) sont des fonctions en escalier satisfaisant aux con-
ditions [1], [2], [3] de 1; alors, il existe une fonction 6(n) de n
(n-0, 1, 2,...) qui jouit des conditions suivantes:
(1) (n)>0 pour n=0,1,2,...;
( 2 ) lim (n)= 0;

(3) pour tout ensemble E contenu darts l’intervalle [a., b et dont
la mesure est infrieure celle de [a, b-F,, on a

f f,(x) dx(n).

Alors, nous pouvons d6montrer le
Th6orme 3. Toute suite fondamentale qui jouit de la propridtd

P permet de ddfinir le nombre I[u] comme une limite d’une suite
des intdgrales lebesguiennes:

[u] lim f (x) lim f(x).I

Nous dirons encore qu’une suite fondamentale jouit de la proprit
P* si elle satisfait, outre qu’elle jouit de la proprit P, la con-
dition:
( 4 ) il existe un entier positif k, k=>2 (ind@endante de n) qui satis-
fair, pour tout n, n--0, 1, 2,-.., l’ingalit"

k mes[[a, b-F+}_mes[_a,b-F,}.
Dsignons par G l’ensemble de routes les collections maximales g*
qui contiennent au moins une suite fondamentale jouissant de la
proprit P*. Nous pouvons dmontrer alors le

Thorme 4. Dans la classe G, les fonctions J[g* (g* G) for-
ment un ensemble vectoriel:
1) soient [V(F, ,ln; f)} et [V(F, ,;g)} deux suites fondamentales
qui jouissent de la propriSt P*; alors, nous pouvons choisir deux
suites prtielles

[V(F, ,; f)} et (V(F, ,; g)}
telles que V(FJ F,/; .f. + gin) }, /--min (,, ,)-2 soit une suite
fondamentale jouissant de la proprit$ P*;
2) soient [V(F, ,.; f)} une suite fondamentale jouissant de la pro-
pri$t$ P* et c une constante relle; choisissons un entier positif 1 tel
qu’on air c l<l; alors, il existe un indice no tel qu’en posant

soit une suite fondamentale jouissant de la propriSt$ P*.
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Le Thorme 4 combin avec le Thorme 3 montre bien que,
clans la classe G, le hombre Ig* est d$termin5 non seulement par
g* mais encore pr la fonction Jg*. En effet, s’il existe deux
collections maximales f* et g* qui donnent la mme fonction-limite
f(x)--g(x) et dont on a If*JIg*, nous n’avons qu’ appliquer
l’opration f(x)-g(x)--O, ce qui est lgitime d’aprs le Thorme 4;
le Thorme 3 montre bien que c’est une contradiction. En posant
Jg*,=f(x), nous pouvons donc crire

Ainsi, nous avons une nouvelle dfinition de l’intgrale. La thorie
de l’intgration que nous avons dveloppe jusqu’ici nous permet de
gnraliser pour qu’elle s’applique aux ionctions dfinies dans les
espaces abstraits oh l’on peut parler de la mesure des ensembles
mesure de Haar, par exemple.)

Mais, la mthode de changement de la variable nous permet largir
encore la porte de l’intgration; elle sera discute dans la note pro-
chaine.

9) Quant la mesure de Haar. voir p, ex. P. R. Halmos: Mesure Theory, New
York, 251 (1950).


