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95. Uber, die KlassenkSrpertheorie iir unendliche Erweite.
rungen von einem ,adischen ZahlkSrper

Von isuya ORI
(Comm. by.Z. guwWVN, ...., July 12, ].957)

1. Einleitung. Es sei k0 ein p-adischer ZahlkSrper, / eine
algebraische Erweiterung von k0 unendlichen Grades N--NooN, wobei
N, N den unendlichen bzw. endlichen Bestandteil ) yon N bedeuten.
Die endlichen abelschen Erweiterungen K yon k lalen sich durch die
Theorie von Moriya [3] insofern beherrschen, als der Grad [K: k]
von K tiber k zu N prim ist. Dann werden z.B. die galoisschen
Gruppen von K/k isomorph der Faktorgruppen k*/N/K*, wobei /*

und K* die Multiplikationsgruppe der KSrper k, bzw. K bezeichnen.
Diese Theorie ist yon Kawada [2] in die Theorie der Klassenformation
eingeordnet worden.

In der vorliegenden Arbeit soll nun gezeigt werden, da man eine
einheitliche Theorie bekommt, die den Fall von nicht zueinander primen
N und [K: k nicht ausschlieftt, wenn man start k* eine kompakte
projektive Limesgruppe, welche wir die Fundamentalgruppe von k
nennen wollen, einftihrt. Im 2 definieren wir diese Fundamental-
gruppe. Im 3 betrachten wir die abelschen Erweiterungen von k
an sich. Im letzten 4 geben wir ein typisches Beispiel.

Zum Schlu/t mSchte ich Herrn Professor Y. Kawada meinen herz-
lichen Dank ftir seine wertvollen Ratschlige aussprechen.

2. Fundamentalgruppe. Es sei k wie in der Einleitung eine
unendliche algebraische Erweiterung von einem p-adischen ZahlkSrper

k0. In k gibt es ein Primideal * derart, dal * =lim Pn, k--lim k
wird, wobei k der p-adische ZahlkSrper ist. Bezeichnen wir mit

k(t>1) die kompakte Gruppe, welche aus der Multiplikationsgruppe

k* yon k nach der Artinschen Komplettierung) entsteht, und mit

N,(t<,) den stetigen Homomorphismus von k in k, welcher durch
die Norm von k nach k induziert wird. Mit Hi_lfe vonN kann man
eine kompakte projektive Limesgruppe Lim k definieren. Diese Limes-

gruppe wollen wir die Fundamentalgruppe von k nennen, und mit (k)
bezeichnen.

(k) kann auch wie folgt aufgefalt werden. Ein Inbegriff einer
Folge {Hn, n=l, 2, 3,...} yon Untergruppen Hn yon k* und einer
positiven ganzen Zahlen hei/tt ein G-System in k yore Index , wenn
sie die folgenden Bedingungen erftillen: 1) H Nc,H, n-- + 1, + 2,

1) Vgl. Moriya [3].
2) Vgl. Artin [1].
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..; 2) (k’Hn)--(k*’H) (< +), n=,+l, ,+2,.-.; 3) H--Nn,H,
n=,-- 1, ,--2,. ., 2, 1.. Wir bezeichnen es mit U(,, H). Zwei G-
Systeme U(,, H.), U(,’, H) heien 5quivalent, in Zeichen: U(,, H)
U(,’, H), wenn ein Index p existiert derart, da p,, ,’ und H--H
ist. Die durch Zeichen ausgedrfickte quivalenz-Beziehung bewirkt
eine Einteilung aller G-Systeme in k in Klassen, die wir G-Klasse in
k nennen wollen. Alle G-Klassen in k bilden eine abzhlbar unendliche
Menge, die wir durch ?I bezeichnen. Nun kann man eine Menge
U(v, H); i-l, 2,...} von G-Systemen mit folgenden Eigenschaften

finden: 1) , <,z <. .," 2) H) .,+,() 1 n ,+-- 1; i-- 1, 2,. .’, 3)
H),+,) +n; i--1, 2,. ..’, und 4) ffir eine beliebige Untergruppe
D yore endlichen Index yon k3 gibt es ein U(,, H)) mit DH).

Nun bezeichne (i< j) den Homomorphismus von ...,_. ..,..i,j

"a modulo H)amodulo H). So kSnnen wir eine kompakte
projektive Limesgruppe Lim k/H ffir jedes 1, die, wie man leicht

einsieht, isomorph zu k ist, definieren. Nun sei (), (<,) der
Homomorphismus von ,*/ in ..*/,__ (ffir , Isomorphismus):
(*’, a modulo H*) N,a modulo H*). So wird eine kompakte pro-
jektive Limesgruppe F;--Lim k/H ffir jedes d 1 definiert. Es ist

F */H. (__> .). Ferner definieren wir ,.--a ,.(-a ffir
(a)) aus F. Dann wird noch eine projektive Limesgruppe --Lira F
definiert. Nach der Definition und aus der Gleichung ()-()-(-()()
ergibt sich (k) . Nun sei - U(, H))} ein beliebiges voll-
standiges Vertretersystem von I. Eine Folge (a)--(a,a,...) von
Elementen a aus k: heist eine Fundamentalfolge in bezug auf ,
wenn es ffir jedes il eine Zahl J derart gibt, da aN,+a+
(modH)), mJ. Wenn die Kongruenzen al (modH)), mJ,
gelten, nennen wir die Folge (an) eine Einsfolge in bezug auf . Ist

’ ein anderes vollstndiges Vertretersystem von % dann ist nmittelbar
eingeleuchtet, da eine Fundamentalfolge (Einsfolge) in bezug auf
auch eine in bezug auf ’ ist. Also kSnnen wir von einer Funda-
mentalfolge (Nullfolge) in k reden. Zwei Fundamentalfolgen (Eins-
folgen) (a), (b) heien gleich, in Zeichen: (a)(bn), wenn von einem
Index p ab immer %-b, %+.-b+,... wird. Alle Fundamentalfolgen
(Einsfolgen) werden in Klassen von in diesem Sinne gleichen Funda-
mentalfolgen (Einsfolgen) eingeteilt. Diese Klasse nennen wir eine
Fundamentalklasse (Einsklasse)in k. Die Klasse, zu der (a) gehSrt,
wird mit (a) bezeichnet. Wir kSnnen das Produkt zweier Klassen
(a}, (b} erklgren als die Klasse, zu der das Produkt (ab)--(a)X (b)
gehSrt. Also bilden die Fundamentalklassen in k (bez. die Einsklassen
in k) eine multiplikative Gruppe (bez. ). Dann kann man zeigen,
da / (algebraisch) ist.
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3. Abelsche Erweiterung. Ftir eine endliche Erweiterung K
von k sei K:lim K, K:k(O), K:k(O), K kn K: k-1 h. Im
folgenden sei K/k abelsch. Dann kann man die K, k so wihlen, dal
K/k abelsch, und zwar, daill die galoissche Gruppe G:G(Kn/kn) mit
der galoissche Gruppe G:G(K/k) isomorph ist. a aus G wirkt auf
(A) aus (K) durch (A,):(A,n), wobei a die a zugeordnete Sub-
stitution aus G bedeutet. Ferner definieren wir N;:/(A):II(A,),
wobei a die Elemente der Gruppe G durchluft, fK/k bezeichne
den kanonischen 2-Cozyklus ftir (G, K). Nun sei das Symbol ((K/k)/a)
ftir a aus G durch ((K/k.)/a)--HfK/k(p,a)modulo N/K,
wobei p die Elemente der Gruppe G durchltuft, definiert. Dann
definieren wit das Normenrestsymbol (a, K/k) ftir a aus k durch
(a, K/k)--a, wenn ((K/k)/a)-a modulo N/Kf ist. Wie man
leicht einsieht, besitzt das Symbol (a, K/k) alle Eigenschaften yon

Normenrestsymbol im klassischen Fall.) Insbesondere ist k/N/,K
infolge der Zuordnung a->(a, K/k) isomorph mit G. Es sei (a)
beliebiges Element aus 3(k). Da a--N,a(<v) ist, also nach dem
Verschiebungssatz (a, K/k)=(a, K/k) ist, kann man (a) so eine a

aus G zugeordnen, dal ftir jedes (a, K/k)=a wird, wobei a die
durch a induzierte Substitution aus G bedeutet. Nunmehr definieren
wit Normenrestsymbol yon K dutch ((a), K/k)=a. Da N/,3(K)=
Lira N/,K ist, ergibt sich sofort, dal 3(k)/N/,3(K) infolge der

Zuordnung (a)-->((a), K/k) isomorph mit G ist.

Nun bezeichne K irgendeine unendliche abelsche Erweiterung von
k, und ferner sei K=lim E, wobei E/k endliche abelsche Erweiterung
und E:kJ < ist. Die kompakte galoissche Gruppe G(K/k) yon K/k
wird nun als projektive Limesgruppe aufgefat. Also kann man
((a), K/k)= lira ((a), E/k) definieren. Ferner setzt man N(K/k)
N2/,3(E), wobei E alle endlichen UnterkSrper von K durchliuft.
Dann kann man zeigen, dal diese Gruppe N(K/k) eine abgeschlossene
Untergruppe yon 3(k) ist, und die Faktorgruppe F(k)/N(K/k)infolge
der Zuordnung (a)->((a), K/k) isomorph mit der galoisschen Gruppe
yon K/k wird (Isomorphiesatz). Insbesondere ist A die maximale
abelsche Erweiterung von k,/’ die galoissche Gruppe yon A/k, dann
ist N(A/k) die Einheitsgruppe, und wird 3(k) isomorph mit F.

Es sei eine abgeschlossene Untergruppe von 3(k). Dann ist
--Lim mit abgeschlossener Untergruppe von k. Also existiert

eine abelsche Erweiterung L yon k derart, da N(L/k)= ist.
Ist dann L=lim L, so ist L eine abelsche Erweiterung von k derart,
dai N(L/k)= ist (Existenzsatz).

Schliellich bemerken wir, da] unter Berticksichtungung der

3) Vgl. Artin [1].
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KlassenkSrpereigenschaft von einzelnen k, und der Beziehung zvA-
schen den Untergruppen von (k)-Limk und den von k, und

ferner nach Definition yon Normenrestsymbol ((a), K(k)) yon abelscher
Erweiterung K/k sich alle die Siitze iber Kompositum, Anordnung,
Verschiebung und die iber UnterkSrper vom KlassenkSrper im klas-
sischen Fall jetzt in ganz entsprechender Weise ffir diesen KSrper k
ibertragen lassen.

4. Beispiel. Nun sei P0 eine rationale Primzahl, und k0 der
po-adische ZahlkSrper, k die maximale unverzweigte Erweiterung von

k0. Es sei k-lim k, k--ko(), - exp (2ri/(--l)). Sei I die

Ordnung aller ganzen Zahien aus einem p-adischen ZahlkSrper, I--II I
das direkte Produkt von I, wobei p alle (rationalen) primen Zahlen
durchluft. Bezeichnet (P0) die Gruppe aller Potenzen p mit m aus

/. Dann besitzt k die direkte Zerlegung k-(p0) Uo(k), wobei
Uo(k) die Gruppe der Einheiten in k bedeutet. Ferner liiftt sich
Vo(kn) in das direkte Produkt }. U(k) zerlegen, wobei 9t die Gruppe
aller (---1)-ten Einheitswurzeln, und U(k) die Gruppe der Einsein-
heiten in k bedeuten. Daraus folgt: (k)=Lim 9tLim U(k).

Nun sei K eine abelsche Erweiterung vom Grade h von k. Diese
ist eine vollstndig verzweigte Erweiterung von k. Ist h-ep, (e, Po)
--1, dann ist K ein direktes Produkt yon zwei abelschen Erweiterungen
L,M von k, wobei L’k--e, [M’k-p sei. Ferner wird dann
L--k((po)l/), und daher gilt:

( 1 N/(L)- Lim Lim U(L).

Anderseits sei M=Lim M, M=k(a), M--k(a), IMp" kn 9. Dann
haben wir:

2 N/(M) Lim 9n Lim Nn/ UI(M).
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