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47. Sur la Dérivation de UIntégrale (E. R.) Indéfinie. 1

Par Shizu NAKANISHI
Faculté des Sciences, Université d’Osaka
(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., April 12, 1958)

En utilisant la méthode des espaces rangés, Prof. K. Kunugi a
élargi la notion de l'intégrale dans la Note “Application de la méthode
des espaces rangés & la theorie de l'intégration. I, Le but de ces
Notes est d’examiner la dérivation de cette intégrale nouvelle (nous
la désignerons par intégrale (E. R.)).

Dans ces Notes, nous nous conformons, en général, & la notation
et 4 la terminologie de la Note de Prof. K. Kunugi.

Soit u={u,}, u=V(F,, v,; f»), une suite fondamentale. Puisqu’alors
frii(x) est une fonction de V(F,, v,;f.), on peut poser, pour tout n
(n=0,1,2,--.),

S 1(®) =T u(®) + 0u(%) +7,(2),
ot p,(x), r.(x) sont des fonctions en escalier satisfaisant aux conditions
[17], [2] et [3].” Posons f(x)=lim f,(x).® Désormais, nous désignerons
7->00

Iintégrale (E. R.) de f(x), c.-a-d. lim f bfn(x) dx par (E. R.) f bf (x) da.

On a toujours mes (F'—F")=0 pour deux voisinages V(F’,v'; f’)
et V(F”,v"; ') tels que V(F',v; S V(EF",v"; f'). Done, pour la
suite fondamentale {V(F,, v,; f.)} quelconque, si on pose

Fi=0F,
{F}} est une suite non-décroissante, de presque total [a,b], des ensembles
fermés telle que F} < F,, et mes F,f=mes F,,.

Cela posé, commencons par montrer deux théorémes suivants.

Théoreme 1. Soit u={u,}, u,=V(F,, v, f.), une suite fonda-
mentale. Posons f(x)=1im f,(x). Alors, on a presque partout

S (@)=Fo(x)+h(x)+9(),
ot h(w):%pn(x) et g(x):q‘z-(}}r,,(x).
En effet, on a d’abord, par induction, pour tout entier positif m,

1) K. Kunugi: Application de la méthode des espaces rangés a la théorie de
T’intégration. I, Proc. Japan Acad., 32, 215-220 (1956).

2) Elles désignent les conditions [1], [2] et [3] qui sont données dans la Note de
K. Kunugi: Loc. cit., ¢.-a-d. [1] r(x) s’annule pour tout x appartenant & F. [2]

Ona [’|p@)|dz<2z™. [3] Ona .fbr(ac)dx}<2“‘.

3) Dans ces Notes, nous identifions, en général, deux fonctions qui ne sont dif-
férentes que sur un ensemble de mesure nulle,
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Jn(@)=So(x)+ ’i—:pn(ac)-l— mf]:'rn(x). Soit 2 un point quelconque de IjOF,:“.

Puisqu’alors il existe un 7, tel que x¢F,}, « appartient a tout ¥, ou
n>n, et par suite 7,(x)=0 pour tout n>n, Dongc, il existe une limite

ng-1

00 oo
Sir.(x) et ona S 7, (x)= > r.(x). Nous avons, par conséquent, presque
n=0 n=0 n=0

partout }Hg Su()=fo(2)+ 2 Pu(%)+ ”fg 74(2).

Théoréme 2. Pour toute suite fondamentale uw={u,}, u,= V(F,,
Vo3 fo)y O @

(E. R) f " f (@) da= f " f(w) da+ f "h(@) da+3] r (@) da,
f "h(z) dngo f (@) da.

En effet, puisqu’on a pour tout entier positif m,

o) =10) + 3 0.0 + S o),

on a d’abord

1] 1] m—1 b m—1 1]
[fu@do= [f@do+3 [ D@ dz+ S [ria)da.
Ensuite, puisqu’on a, pour la fonction p*(x):il 2.(2) |,
n=0
b o D oo
[r@dz<3 [ de< S2,

la fonction p*(x) est intégrable au sens de Lebesgue et on a

0.0
<p*(x) pour tout m. Donc, en vertu du Théoréme de Lebesgue, la

fonetion h(w)=§] p.(x) est intégrable au sens de Lebesgue et on a
n=0
1] oo ]
f mx)dx=3] | p.(x)dx. Dailleurs, pour deux entiers positifs n,, n,
n=0

a
tels que n,>mn,, on a

ng

>

n=n+1

"2
f (@) dao [ < Y 2Uma2 e,
n=n;+1
m b
Done, > f r.(®)dx (m=1,2,--.) forment une suite de Cauchy des
n=0

oo 1]
nombres réels, de sorte qu'on ait la limite >3 | r.(x)dx.
n=0

Considérons dans la définition de voisinage V(F,y; f) de l’espace
¢, une condition suivante [8,] au lieu de la condition plus faible [3].
[8,] Pour tout intervalle [¢, d] contenu dans [a, b], on a

’fd'r(w) dx \<2“’.

Nous appellerons une suite fondamentale de ce cas une suite fonda-
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mentale satisfaisant & la condition [3,]. Alors, pour toute suite
fondamentale w={u,}, u,= V(F,, v,; f.), nous pouvons définir I'intégrale
(E. R.) pour tout intervalle [¢, d] contenu dans [a, b]. Donc, nous
pouvons définir dans [a, b] 'intégrale (E. R.) indéfinie F'(x)=(&. R.)

f " f (@) d.
Théoréme 3. Soit u ={u,}, u,=V(F,, v, f.), une suite fonda-
mentale satisfaisant & la condition [3,]. Alors, pour des intervalles

quelconques [e¢, d] et [d, f] qui n'empidtent pas Uun sur Uautre et
dont la somme est ausst un intervalle, on o

7 a 1
(E. R.)ff(oc) dx=(E. R.)f f(x) dx+(E. R.)f f(x) da.

Théoréme 4. Soit u={u,}, w,=V(F,, v, f.), une suite fonda-
mentale satisfaisant & la condition [3,]. Posons f(x)=lim f,(x). Alors,
Uintégrale (E. R.) indéfinie de f(x) est une fonction continue dans
[a, b].

En effet, puisqu’on a F'(x)= f So(x) de+ f xh(x) de+ ) f r(x) dz,

n=0 2

il suffit de montrer que la fonction G(x)= 2 mﬁr,,(x) dx est continue.

n=0

Soient xz, un point de [a, b] quelconque et ¢ un nombre positif quel-
conque. Alors, il existe un entier positif n,=n,(c) tel que E 2 Va
<¢/2. Pour la fonction Ern(w), il existe un nombre positif §= 8(5, %)

E f 2(20) dx%<s/2 Done,

tel qu’on ait, quel que soit x € [%,—§, 2,+8&],

on a pour tout xe[x,—§, xo+8:|

IG(x) G(zy) <l 50 [r.(@) dxl—i—n_” [ 7 dxl
<e/2—|— ﬁﬂz Yuse/24-¢/2=c.

Nous disons encore qu’une suite fondamentale {V(F,, v,; f.)} satis-
fait aux conditions [3,] et [3,] lorsqu’on considére, en outre de la
condition [3,], la condition suivante:

[38,] Pour tout systéme élémentaire d’intervalles I, (:=1,2,- - -,3,)*
tels que les extrémités appartiennent & F, on a

f'r(x) dw1<2‘“’.
i
Dans la suite, nous montrons qu’on peut alors considérer la dériva-
tion de l'intégrale (E. R.) indéfinie.
4) On dit qu'un systéme d’intervalles est élémentaire, lorsqu’il est composé d’un
nombre fini d’intervalles n’empiétant pas les uns sur les autres.

izo

7=1




202 S. NAKANISHI [Vol. 34,

Théoréme 5. Soit u={u,}, u,=V(F,, v, f.), une suite fonda-
mentale satisfaisant aux conditions [3,] et [3,]. Posons f(x)=lim f,(x).

Alors, Uintégrale (E. R.) indéfinie de f(x) est une fonction a variation
bornée au sens large sur tout F¥= ﬁ F,»” (n=0,1,2,--).

Démonstration. Puisque I’intégrale indéfinie de Lebesgue est une
fonetion & variation bornée, il suffit encore de montrer que la fonection

G(x):i‘ f r.(x) dx est & variation bornée au sens large sur tout F.F.
n=0

Soit {[a;, b;]} la suite des intervalles contigus & F* et contenus dans
[a, b]. Alors, pour tout m>n, les extrémités des intervalles appartien-

) D,

nent & F,,. Donc, on a, d’aprés la condition [3,], 3 ’ f i'rm(:z;) dx‘gZ‘”m
i=1

pour tout m>n, et par suite on a '

) j;lfbt’r’"(w) dx'g :Z;}:./‘bl frm(g;)ldx + ﬁz—vm.

m=n

Soient [c;, d,] (4=1,2,-+, J,) un systeme élémentaire d’intervalles
tels que les extrémités appartiennent & F.*, et pour tout j, [c,;, d,;]
(t=1,2,--+) la suite des intervalles contigus & F.* et contenus dans
[e;, d,]. Alors, les extrémités des [c,;, d,,] appartiennent & F¥. Donc,
il sensuit d’aprés l’inégalité ci-dussus, que

S 6@)-6e)|< 3 g o 553 f ra(@) da

dj],-\IV'*

< mz;,of | 7, () | de +”§ gl ‘fbirm(w) dax
gzg f @) | dat 3327,

Par conséquent, G(x) est & variation bornée sur F,*, puisque le dernier
nombre ne dépend que de .

En vertu du Théoréme 5 et du Théoréeme de Denjoy-Khintchine,®
on en déduit immédiatement le théoréme suivant.

Théoreme 6. Soit u={u,}, u,=V(F,, v, f.), une suite fonda-
mentale satisfaisant aux conditions [3,] et [3,]. Posons f(x)=lim f,(x).

Alors, Uintégrale (E. R.) indéfinie de f(x) est approximativement
dérivable presque partout dans [a, b].

Théoreme 7. Soit u={u,}, u,=V(F,, v, f.), une suite fonda-
mentale satisfaisant aux conditions [3,] et [3,]. Posons f (m)—-hm Ja()

et F(x)= [ Sf(x)dx. Alors, on a dans [a, b] presque partout

5) Pourrlraﬂ déﬁnltlon, v01r, i)é,r; exemple, S. Saks: Theory of the Integral, 221
(1937).

6) Voir, par exemple, S. Saks: Loe. cit., 222,
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Fi(x)” = f(a).
Démonstration. La fonction f(x) s’éerit
F(x)=N(x)+ H(x)+ G(x),

N@= [ £:@) dz, H@) = [ W) dv, G(x)=3} [ (@) da,

et pour les fonections N(x) et H(x), on a presque partout
N'(z)=fy(x), H'(x)=h(x).
Done, en vertu du Théoréme 1, il suffit de montrer qu’on a presque
partout G (r)=g(x) ol g(x)=§rn(x). Considérons un ensemble F¥
o n=0
Fx=(F, Soit M) I'ensemble des points de densité de F¥ dont

la fonction G(x) est approximativement dérivable. Alors, en vertu
du Théoréme 6, M, est un ensemble contenu dans F)} et tel que
mes (F.¥—M/})=0. Posons pour tout »

Gu@)= [ 9@ Crz@)® do =3 [1.@)Cry(a) do.

Alors, pour tout 7, il existe un ensemble M’ de presque total [a, b]
tel qu'on ait, quel que soit xze M), Gl(x)=g(x)=>)7,(x). Par suite,
1=0

si 'on pose M,,’!‘:Mm’ﬂ(”ﬁmM,{’), I’ensemble M,* posséde les propriétés
suivantes:
1°) On a M} FY et mes(Ff—M¥)=0.
2°) Tous les points de M.} sont des points de densité de F}, quel
que soit n>m.
3°) On a G'(x)=g(x) pour tout x appartenant & M}.
4°) G(x) est approximativement dérivable dans M.*.
Soit A I'ensemble des points de M tels qu’on ait G/, (x) = g(x), et
supposons que la mesure de A soit positive. Alors, si I'on pose
A, =[weM}; Gl(x)—g(x)>0]
Ay=[me M; Ga(w)—g(x)<0],
Pun au moins des ensembles A, et 4, posséde la mesure positive. Nous
allons démontrer seulement du cas ol mes A;>0. Puisqu’alors la
mesure de A, est positive, et que les fonctions G/, (x) et g(x) sont
mesurables, il existe un nombre réel 1 tel que
mes A¥=a>0 oll A¥=[xecM*; Gl(x)—g(x)>1],
et un ensemble ouvert K tel que

m1—1

KD AF, mes (K—AF)<a/2 et S) f | 7.() | deo < 2/
n=0
X

*
-4

Nous considérons en outre un entier positif m, tel que m,>m et
7) Pour une fonction quelconque F(v), F, () désigne la dérivée approximative
de Fl(x).

8) Pour un ensemble quelconque M, Cy(x) désigne la fonction caractéristique de
M.
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S 27Vn<Jaf4. Nous posons que, pour un intervalle I contenu dans

m=n

[a, b] quelconque,

G(I)= iﬂ f r.(x) da,

GuD)= [0@) Cra@) do="S} [7,@) Cop(@) s (m=0,1,2,-).

Soit # un point de Af. Alors, le point x est un point densité de F;,
et on a G, (x)=g(x), par suite G/(x)—G, (¥)>2 Done, pour tout
point xz de A¥, il existe une suite des intervalles, contenus dans
K, I,DI,2--- jouissant des propriétés suivantes:

5°) On a aIn:{x}.

6°) Les extrémités de I, appartiennent & F, pour tout n.

7°) On a G(I,)—G, (I,)>2mes (I,) pour tout n.

Considérons pour tout point xe A¥ une telle suite des intervalles
{I,} et soit @ la famille des intervalles. Puisqu’alors @ couvre 4} au
sens de Vitali, il existe dans @ une suite finie ou dénombrable d’inter-
valles disjoints {J;} contenus dans K telle que

8°) mes (A;*—flei)=o.
On a d’abord pour la suite {J;} I'inégalité suivante:
2 (GU) =G (J))> 33 2 mes ()

gl(mes( ¥ JJ]A;“)-—mes( G J,.—-A;"»
\ i=1 i=1 /

> 2 (mes A¥— mes (K —Af))>2a/2.
D’autre part, si 'on désigne pour tout J; (¢=1,2,--.) par K, (=1,
2,--+) la suite des intervalles contigus a F et contenus dans J,, on
a d’aprés la propriété [3,]

[=~] oo

ffr,,(m) de|< i 27Vn,

n=m,

Done, il en déduit qu’'on a I'inégalité suivante:

5 (G(Ji)—Gml(Ji))=§(§ r@dat 3 [r.(0)do)

(2 my (2

= i (7%: f r(x) de+ i r.(2) dw)

n=m
X 17 _p*k
oy TimF)

<3 [ in@ldet 3 55 [r@ds)

K—z’ml K

<> [ |n@ldo+ S 2 < dafd+dafd=1a/2,

—4%
KAl

contrairement & 'inégalité ci-dessus.




