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24. Sur la Condition Frontire dans le Problme de Dirichlet
pour les Equations Semi.linaires du Type Elliptique

et du Second Ordre

Par Seturo SMODA
(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., March 12, 1959)

Plusieurs auteurs montrrent que la rgularit et l’irrgularit
des points frontires du domaine par rapport aux quations linaires
du type elliptique et du second ordre, qui sont 1 prescrites, est im-
muable pour le choix de l’quation.) On peut donc toujours traiter
dans un domaine born quelconque le problme de Dirichlet au sens
restreint pour les quations linaires du type elliptique avec les donndes
frontires continues arbitraires, moyennant que tous points frontires
soient rguliers pour ce domaine seulement par rapport l’quation de
Laplace z/u-- 0.

Nous allons montrer, bien plus, que telle circonstance est suffisante
pour le traiter pour la vaste classe des quations semi-linaires avec
les donnes frontires continues arbitraires, obtenant les solutions qui
se prtent la condition frontire donne au sens restreint; c’est--dire
sous telle circonstance on peut construire en tous points frontires les
barrires pour routes quations de tel genre.

W. Ptischel dmontra en 1932 un grand thorme comme ce qui
suit: )

THIIORME 1. Soit

( L ) Lu’- .-1 3,{aj(x)ju}--O
une quation linaire homogne et auto-adjointe coefficients a pre-
scrits et diffrentiables jusqu’au second ordre inclus dans un domaine
born dR, tous les drives secondes 1 continues au sens de HSlder;
la matrice (a(x): i,j=l, 2,..., n) est suppose symtrique et dfinie
positive uniformment pour tout xd.

Alors, la frontire 3d se partage en trois parties disjointes ,
et ; , la totalit des point r$guliers, est forme des points s e3d

1) Werner Pschel" [1] Die erste Randwertaufgabe der allgemeinen selbst-
adjungierten elliptischen Differentialgleichung zweiter Ordnung im Raum fLir beliebige
Gebiete, Math. Z., 3, 535-553 (1932); Georg Tautz" [1] Zur Theorie der elliptischen
Differentialgleichungen. I, Math. Annalen, 117, 694-726 (1941); [2] Zur Theorie
der elliptischen Differentialgleichungen. II, Math. Annalen, 118, 733-770 (1941); ----:
[3] Zur Theorie der ersten Randwertaufgabe, Math. Nachr., Berlin, 2, 279-303 (1949);
O. A. Olejnik" [1] On the Dirichlet problem for equations of elliptic type, Mat. Sbornik,
N. S., 24 (66), 3-14 (1949); Nous avons vu Tautz [3] et Olejnik [1] seulement dans
Math. Review ou Zentralblatt fr Math.

2) Voir Ptischel
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tels que, pour n’importe quelle fonction frontire continue f, la solution
gnralise (au sens de Wiener) u de (L) correspondante f converge
vers la valeur f(s) quand ed tend vers s par le chemin arbitraire
dans d; , la totalit des points irr$guliers, est compose des points
sed tels que, pour au moins une f eC(d) et pour au moins une suite
des points {x: m--l, 2,...}d tendant vers s, la solution (au sens
de Wiener) u de (L) correspondante f prsente l’aspect

lim u(x’) f(s);

est la runion de tous ensembles

_
3d sur lesquels les valeurs f(s)

de chaque donne frontire borne f n’exercent rien d’influence sur
la solution (au sens de Wiener) u de (L) correspondante f.

Au reste, cette partition de 3d est indpendante du premier membre
de (L).

Grace ce thorSme, dSs que tous points frontiSres seront r-
guliers pour d par rapport l’quation de Laplace u--0, ils le seront
encore par rapport l’quation (L) quelconque, de sorte que

(1) pour n’importe quelle feC(3d), il existe une et une seule

solution ueC(d)C(d) de (L), remplissent u=f sur d entier,
(2) il existe la fonction de Green de la premiSre espSce G(x,)

pour (L) dans d, qui tend vers 0 pour x-> d, quel que soit $ fixe dans
d, et

(3) si l’on pose

f
c’est la solution de l’quation Lu----1 dans d, appartenante C(d)
.,C(d) et s’vanouissant sur 3d.

Or, nous allons faire un pas en avant.
TH.ORME 2. Hposhses; Soint d un domaine born R

(n=>2),
Au au(x)3u- , b(x)3u

une forme diffrentielle linaire coefficients au (i, j=l, 2,..., n) et
b (k--l, 2,..., n) prescrits dans d entier et assujettis aux deux con-
ditions suivantes:

[ 1 la matrice (au(x)" i, 3"= 1, 2,..., n) est symttrique pour tout
x ed et dfinie positive uniformment par rapport x ed (uniform-
ment elliptique); c’est--dire il existe une constante a>0 telle qu’on ait

,i

pour tout xed et pour tout vecteur unitaire rel v--(v, v,..., v,).

[2] au et b (i,j, k--l, 2,..., n) sont tous continus et borns
dans d.
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On suppose, ensuite, que,

[ 3 il existe r eC(d)C(d) telle que -----0 sur 3d entier et
remplit l’ingalit Au--I partout dans d.

On envisage alors une quation semi-linaire
Au(x)=F(x, u(x), lTu(x))

avec F(x, u, p) qui est prescrite et continue en tout point (x, u, p)
=(x, x.,..., x, u, p, p,..., p) de la rgion

}--{(x, u, p): xed et (u, p)Rn+l}
et suppose assujettie la condition

[4] pour n’importe quelle paire des constantes M, P avec
--<M<:0<P<+, on peut trouver des constantes fl--fl(M,P):>O
et y--’(M, P)0 telles qu’on ait

IF(x, u,
pour tout (x, u, p) appartenant la rgion

i}e--[(x, u, p): xed, MuP et peR}.
Conclusion. Pour n’importe quelle fonction frontire borne ,

pour n’importe quel point ed et pour n’importe quelles constantes
s>0, Z et / on peut trouver un domaine V contenant avec d3V
vide et des fonctions et oeC(d V) telle qu’on ait

( lim sup (z)<*()+e (x parcourt d V) a)

lim inf (x) >.()--e (x parcourt d V)

(ii) lim inf (x)>(s), lim sup (x) <(s)

quel que soit s e V3d
(iii) lim inf (x)>, lira sup (x)<

xy xy

quel que soit y e d3V et
(iv) A(x)< F(x, (x),/7(x)) } dans d V entier.

Ao(x) :> F(x, o(x), ,(x))
Preuve. Soit le point gnrique de 3d; >0, /, et / tant

donnes volont; et soit ( une fonction borne arbitrairement pre-
scrite sur 3d.

Posons
--max [max [*(s)" s edJ, 0-]
.,--min min [.(s): sedJ, 0.

On suppose, sans perdre la gnralit, que

I1 existe, de plus, un 3>0 tel que s-{< entrane
3) *(s) et ,(s) sont dfinies comme suit"

*(s) lim sup (x), .(s) lim inf (x).
--8 -8
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(s)=<*()+#2,
e el que la fronigre de hypersphere centr6e sur e de rayon
ai des points communs avec d.

Posons
() !- I/,

ee qui es C(R); q()--O, e si [--!=, on a ()= 1 6videmment.
Poson encore

+ (>0).
I1 est ais6 de voir que 0-<.q sur d saul en --.. et 0< dans d entier.

Prenons un C > 0 tel que C >/--/, et deux constantes M, P telleS
que

--c<M<z--C--/2 et tA-C+/2<P< +o;
soient fl-fl(P, M) et -(P, M).

On traite principalement .
Par le choix des deux constantes 2>0 et t>O telles que

avec
a--sup de E]?- a,() pour tout d

et B=sup de E]_ {b(x)} pour tout x d,
la fonction

(x)-c{()} +*()+#2
est complgtement d6termin6e.

On calcule sans peine
3i(2)-2Tf2-1

3,() 2{(2 1)- -et par suite, dans d U(),
Aa-C.A{,}=C{(X-1)-". %.a,.a+-’.A}

C-{--,(1--) I+ .(.A,+A)}
--C-{(./2)] +. (--2/a-2B/a)}

vu ]a condition 1 et >0 dans d et le choix de 2.
0n va maintenant d6terminer ]e domaine V comme suit.
Soient

u= u()-{: l-l<a}
{ e Ud: ()1};

est un sous-ensemble ferm6 de U; et donc U- est un ouvert
eontenant un voisinage de . Prenons pour V ]e plus grand domaine
U-- eontenant .

0r, dans d V, on ca]cule, en tenant compte de ce que ] 0 < 1
et

A(x)-F(, (w),())A+ i"+ r
P(C-"i i)"+r--C-{(/2)1 i+.(--2/a-2B/a)}
C-"II(PC--/2)+C-’(rlC+2la+2B/a--e)< 0;
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c’est--dire remplit (iv) dans d V.
Si yedV, il doit tre (y)=l; donc

(y)-C+?*()-e/2 :>/-- +*()+/2> p;
c’est ce qui montre l’assujettissement de la condition (iii).

Si s e V3d, on a
> 0;

et donc, grace au choix de ,
(s) C{#(s)} +*()+/2>*(E)+/2(s);c’est ce qui montre l’assujettissement de la condition (ii). Celui

la condition (i) est 6vident.

Un r6sultat imm6diate de ce th6orme est ce qui suit.

TH]ORIME 3. Si peu que tous points frontigre de d soient r6-
guliers pour d par rapport K l’6quation de Laplace z/u=0, on peut
construire en chaque point de d les barrire-sousfonctions et les
barrire-surfonctions pour l’6quation

a(x)u--F(x, u, Yu)

pourvu que a et F satisfassent aux conditions donnes au thorme
precedent.

En effet, on peut rcrire l’quation comme ceci:

(a3u)--F(x, u, u),
i,=l

off

et F satisfait la mgme condition que F elle-mgme.

4) Voir E. F. Bechenbach and L. K. Jackson" Subfunctions of several variables,
Pacific J. Math., 3, 291-313, Theorem 15 (1953).


