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121. Sur les Dérivations dans les Espaces Vectoriels
Topologiques sur le Corps des Nombres Complexes. 11

Par Riichi IiNno
Université de Waseda
(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., Nov. 12, 1959)

Dans la Note “Sur les dérivations dans les espaces vectoriels
topologiques sur le corps des nombres complexes. I”,” nous avons
introduit les notions de la dérivée au sens de Fréchet et de la dérivée
faible sur une classe des applications de l’espace vectoriel topologique
sur le corps des nombres complexes, localement convexe, séparé et com-
plet dans l'espace du méme type. Dans cette note, nous allons donner
la définition de la dérivée d’ordre supérieur et le développement de
Taylor,

1. Polyndme et dérivée de Fréchet d’ordre supérieur. Désignerons
par E et F' deux espaces vectoriels topologiques sur le corps C des
nombres complexes, localement convexes, séparés et complets. Soit
(2, +++, ;) > @p(%y, + -+, ,) une application multilinéaire continue et

symétrique® de ﬁEm ou E,=F pour tout %, (se note E") dans F. En
=1

prenant x,=2x (1<i1<n) et posant a,x"=a,(x, -, %), £—>a,x" est une
application continue de E dans F'; a,x” s’appelle mondme de degré n.
Compte tenu de l'exemple 1.1 et du théoréme 3.1 (I), on peut voir
facilement que le mondme a,x" est dérivable au sens de Fréchet par-
tout dans E et faiblement dérivable partout dans & au long de & pour
tout heE.

Soient a, un point fixé de F et a,x, a,x%- .-, a,x", mondmes des
degrés 1,2,---, n, respectivement. On dit que une fonction P(x)=a,
+a,2+ax*+ - - - +a,2" définie sur E & valeurs dans F' est un polyndme
de degré m. Il est clair que 'application x— P(x) est une application
continue de E dans F', dérivable au sens de Fréchet partout dans E et
faiblement dérivable partout dans E au long de 2 pour tout heE.

Soient V un voisinage ouvert de 0 dans E, x, un point de E, U=
2,4V, et f une application de U dans F.

Définition 1.1. On dit que f est n(=>1) fois dérivable au sens de
Fréchet au point «,, si une formule suivante a lieu:

(1) f(@o+h)—f(%)=P,(h)+a,(xy; h), pour tout ~ dans V—{0},
ot P, (h)=ah+ah*+---4a,h” un polyndme de degré = sans terme

1) Proc. Japan Acad., 35, no. 7, 343-348 (1959). Nous noterons par (I) cette
Note.

2) On appelle symétrique une application T de E” dans F, telle que I'on ait
T (@1, y%n)=T (Xod,* * *, To(my) pour toute permutation ¢ de I'ensemble (1, 2,---, n).
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constante et a,(x,; h)=o0(h") (n° 1 (I)); l'opérateur h—nla,h" s’appelle
dérivée n-éme de Fréchet de f au point %, et se note d"f(x,); n!a,h"
s’appelle dérivée n-éme de Fréchet de f au point wx, par rapport 'incré-
ment k et se note d"f(x, k) ou d*f(x,)[A"].

Remarque 1.1. Si une application f admet une dérivée n-éme au
point x,, elle admet nécessairement les dérivées k-éme en xz, 1<k<n),
parce que a,, h**'=o(h*) a liew.®’ On a évidement d*f(x,)[r*]=Fk!ah*
A<Lk<mn).

Remarque 1.2. Dans la méme condition qu’a la remarque au-dessus,
on peut écrire

F(@oth)=F () +df ()R] +—2-1—, d2f (w)[hE] + - -

(2) |
+ —n—!-dnf(’l)o) I.—.h’n] +an(w0; h)’

oll a,(y; h)=o0(h"); cette formule est dite formule de Taylor d’ordre =,
relative au point x,, et le second membre de (2) est appelé le développe-
ment de Taylor d’ordre n de Papplication f au point x,. Le dernier
terme a,(,; h) est appelé le reste de la formule de Taylor d’ordre m.

Si f est n fois dérivable partout dans U, la fonction xz—d"f(x)
définie sur U soit une application de U dans Vespace L%(E", F') des
applications multilinéaires continues et symétriques de E" dans F), qui
Pappelée fonction dérivée m-éme de f et se note f.

D’aprés la définition 1.1, on a immédiatement le

Théoréme 1.1. L’ensemble des applications définies dans U, pre-
nant leurs valeurs dans F, et n fois dérivables au sens de Fréchet
partout dans U, est um espace vectoriel sur C, et f—f™ est une
application linéaire de cet espace dams Uespace des applications de
U dans L(E" F).

Considérons, maintenant, F une algébre topologique, localement
convexe, séparé et complet. On a tout de suite le

Théoréme 1.2 (Formule de Leibniz). Si f et g sont n fois déri-
vables au sens de Fréchet au point x, fg admet en x, une dérivée
n-eéme donnée par la formule

4 (£g)(a) h*] =d'F (@) [ g(an) +( ) @) b~ Jdg(ao)[k]
o A @) Id @) BT+ - @ () (],

Remarque 1.8. Quoique d" *f(x,)[h" *]d*g(x,)[h*] (1<k<m) ne
soient pas symétriques, on peut les supposer symétriques par la pro-
cédure de la symétrisation.®

2. Dérivée faible d’ordre supérieur. Soient x, et & deux éléments

3) Voir Ex. 1.1 (I).

4) L. A. Lusternik und W. I. Soboleff: Elemente der Funktionalanalysis, Kap.
VI, Berlin (1955).
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de E, et ¢(t)=f(x,+th) une fonction définie dans un domaine D con-
tenant 'origine dans le plan complexe et réguliére dans D. Done, ¢(¢)
est indéfiniment dérivable dans D (remarque 3.2 (I)) et admet le dévelop-
pement de Taylor & Porigine

(1) o) =p(O O+ -+ @O+

Posons ¢“(0)=D"f (x,; h)=D"f(x,)[ k"] et s’appelerons dérivée faible n-
éme de f au point z, au long de h; on peut donc écrire

(2)  fwo+th)=f(x)+tDf (xo)[R]+ - - +—1in!— Df(w)[h"]+- - -

et on a

(3)  D@wl=2t [ LOEM ge noya.,

Kl En+1

ou 0<r<dis(0,0D).”

D’aprés la formule (3), on a immédiatement la formule suivante:
(4) D*f(x,)[(AR)*]=A"D"f(x,)[ "], pour tout nombre complexe A.

Soient V un voisinage ouvert disqué de 0 dans E, x, un point fixé
de E, U=x,+V, et f une application de U dans F, faiblement dérivable
dans U au long de & pour tout # de E. Dans ces conditions, une fone-
tion ¢(t)=f(x,+th) est réguliére sur un domaine D circulaire de centre
0 dans C et admet le développement de Taylor (1). Done, dérivent
terme & terme le développement (1), on obtient le développement de

gb’:go’(t)znz.jo "o P(0)/n! et " P(0)=(n!/271) f ¢'(&)/e"*1dE, qui ne sont

autre que e

(5) Df (- th) =33 - D" fan) ("]

et

(6)  D'f(a)[h"]= 27;; f Df(wtgl‘ih)[h] de, n=0,1,2,--.

|&|=r
Soient maintenant 2 et k deux éléments de F, et s, t nombres com-
plexes. En posant ¢(s, t)=f(x,+sh+tk), ¢(s,t) est une fonction des
deux variables complexes réguliére dans un domaine cylindrique borné
D={(s, t); |s|<R,, |t]|<R,} CC* (I'espace numérique de dimension com-
plexe 2), a valeurs dans F, puisque V est disqué. Gréace a la théorie
des fonctions de plusieurs variables complexes, on a le développement
de Taylor de ¢, tel que
o(s, )= 3 s"t" o™*"p(0, 0) ot
(7 mn=0 mln!  os™ot"
a"*"p(0,0) _ m!n! ag o(§, ) de®
os™ ot (27”:)2 Cn+1 Em+1 ’
olt 0<7 <R, et 0<r,<R,.
On introduit 'opérateur symétrique D*f(x,) de E*® dans F, défini par:
5) Par le symbole 8D, on désigne le frontiére de D.
6) Il est clair que I’interversion des intégrations est admissible.

[8l=rg [8l=ry
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2 — 8290(0’ O) — 6290(0: 0) — 72
(8) D*f(xo)[h, k]= o 3tos =D*f(x,)[k, h].
I1 résulte de (7) et (8), que les relations
(9) D*f(x)[Ah, k1=D"f (xo)[h, Ak]=AD*f(%,)[h, k]

sont vraies pour tout nombre complexe A.
On peut démontrer que pour tout ~¢E une formule suivante a lieu:

(10) D*f(xo)[R*]1=D"f (ws)[, h].
En effet, en vertu des formules (6) et (7), on a
1 [ dC [ f@tehtth) g 1 [ Df@AmA] g
@ri) v, © e, ¢ 270 ), ¢

Soient hy, h, et k trois éléments de E. On a immédiatement
11) { D*f(@o)[hy+hs, k] =D*f (%) hy, k] +D*f () [hs, K],
D’ f (o), hy+hy] = D*f (o)L, hy]+D*f (%) (K, he].
En effet, on voit que

. _ 1 dC [ f@tEhy+ho)+Lk)
Dt h, £ (27”:)21c|=r2 ¢ el =ry & *
_ 1 D f(wy+Lk)[hy+hs ] de.
2 [¢]=rg CZ

Or, d’aprés le lemme 3.1 (I), on a
D f(xo+Ck)[hy+hy] =D f(2+Ck) [ Ry ]+ DS (2, +Lk) [ he],

d’ol1 les résultats, & cause des (6) et (8).

Les formules (8) & (11) montrent que V’application (&, k)~ D?f (x,)
[h, k], définie par (8), est une application bilinéaire symétrique de E*
dans F' et D®f(x,)[h*] (dérivée faible seconde de f au point x, au long
de h) est égale a D*f(x,)[h, h].

Enfin, soient n>0 un nombre entier, %, -, h, n éléments de E et
t,,- -, t, n variables complexes. Donc, dans la condition précédente, ¢(Z,,
coo t)=f(xy+th+ - - - +1t,h,) est une fonction des n variables com-
plexes réguliére dans un certain domaine polycylindrique borné D={(t,,
cee bt || <Ry, -, [t |<R,}CC™ (Iespace de n variables complexes),
a valeurs dans F. En posant

D f@) sy -y hy] =280 0)

(12) ot,---0t,
— 1 SD(EI" ) Sn)
- . dEn ot d& ’
(2m)"‘£ - J ,4 g

o 0<r,<R,,-+-, 0<r,<R,, Vapplication (k,,-:-,h,)—>D"f(x))[hy,- ",
h,] est une application de E" dans F. De méme facon qu’au cas n=2
et par récurrence sur 7, on peut démontrer le

Théoréme 2.1. Soient 2 un ensemble ouvert dans E, f une ap-
plication continue définie dans 2 0 wvaleurs dans F, failblement
dérivable dans 2 au long de h pour tout he E. En outre, sotent n>0
un nombre entier et h,,---,h, n éléments arbitraires dans E. Dans
ces conditions, Vapplication (hy,-- -, h,)—> D"f(@)[hy,- - -, k,] définie par
(12) est une application multilinéaire symétrique de E" dans F, et
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pour tout xe

(13) D f(x)[h,- -, h]=D"f(x)[h*], pour tout hekE.

En effet, pour tout 2¢£2, on peut prendre un voisinage ouvert disqué
V de 0 dans E, tel que z+ VC Q.

3. Continuité de la dérivée faible. Soient U un voisinage ouvert
de 0 dans E, f une application continue définie dans U a valeurs dans
F et faiblement dérivable partout dans U au long de % pour tout ke K.
Comme E est un espace vectoriel topologique sur le corps des nombres
complexes C, lapplication (x, h,t)—>x+th est une application continue
de E2XC sur E. Done, il existe un nombre K >0 et les voisinages U’,
V de 0 dans E, tels que les relations e U’, he V et |t|< K entrainent
x+theU. Par conséquent, ’application (x, h,t)—>f(x+th)cF est une
application continue de U’X Vx{t;|t|<K} dans F. Alors, pour tout
nombre 8>0 et toute semi-norme ge ", (n° 1 (1)), il existe trois nombres
a,;>0 (1<9<3) et deux semi-normes p;, p,€l'; (filtrant), tels que les
relations p,(x—y)<a,, ye U’, p(h—k)<a,, ke V et |t|<a;< K entrainent
(1) q(f(x+th)—f(y+tk)<B,

ol # et h points fixés de U’ et V, respectivement. En outre, pour un
nombre 7, tel que 0<r<a; on a
(2)  Dy@I-D k)= [ SEHN— I g

L - ¢
oll » un nombre entier positif arbitraire. D’aprés les relations (1) et
(2) on a aussitdt

oD f(2)[R"]—D"f(y)[k"])
(%) ol [ Q@) — W) | geo < gL
 2n 18] =r Iéln“ B

ce qui démontre que Vapplication (x, h)— D"f(x)[h"] est continue en
(x, k) et, par conséquent, continue dans U’X E, (x, k) étant arbitraire
dans U’X E, puisque V est absorbant.

Théoréme 8.1. Soient 2 un ensemble ouvert dans E et f une
application continue de 2 dans F, faiblement dérivable dans 2 au
long de h pour tout heE. Dans ces conditions, pour tout nombre
entier n>0, a) Vapplication (x, h)—>D"f(x)[h"] est une application
continue de QX E dans F, b) Uapplication (x,hy,- -, h,)—> D" f(x)[h,,
<+« h,] est une application continue de QX E" dans F.

Démonstration. a) Pour tout x€f, on peut prendre un voisinage
ouvert U de 0 dans E, tel qu'on ait x+UC£. Done, la discussion
précédente est applicable. b) Bornons-nous a démontrer le cas ol £
est un voisinage ouvert de 0. Done, il existe n nombres K, >0 (1<t<n)
et deux voisinages ouverts U et V (disqué) de 0 dans E, tels que les
relations x¢U, hy,---, h,eV, |t,|<K,- -+, |t.|<K, entrainent x-th,
+ oo +th,eQ. Alors, pour tout nombre B3>0 et toute semi-norme
gely, il existe n+1 nombres a,;>0 (0<i<n) et m+1 semi-normes
pe 'y (0<i< n), tels que les relations p(x—y)<ay, ¥y U, p,(h,—k))<ay,

7) N. Bourbaki: Intégration, Chap. III, Paris, Hermann (1952).
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k, eV (1<i<n) entrainent

q(f(@+thy+ - Fh)— F(y+ ik + - - +2,E,))<B,
ou x et h, (1<i<n) points fixés de U et V, respectivement. La dis-
cussion reste est analogue a celle précédente, en utilisant la formule
(12) du n° 2.

En vertu des théorémes 2.1 et 3.1, on peut généraliser et améloirer
le théoréme 3.3 (I) dans le sens suivant:

Théoréme 3.2. Sotent E et F deux espaces vectoriels topologiques,
localement convexes, séparés et complets sur le corps des mombres com-
plexes C, 2 un ensemble ouvert dans E, et soit f une application
continue de 2 dans F. En outre, soit f faiblement dérivable partout
dans 2 au long de h pour tout he E. Damns ces conditions, pour tout
nombre entier n>0, Uapplication f admet dérivée n-éme au sens de
Fréchet partout dans Q et Pégalité

d*f(x)[R*]=D"f(x)[h™~], pour tout (x,h)eQ2XE,
a lieu.

Démonstration. Soient 2 un élément quelconque de 2 et V un
voisinage disqué de 0 dans E, tel que *+V C 2. Donc; la fonction
f(x+th) est une fonction réguliére dans un domaine, D contenant
I’ensemble {¢; |¢|<1} & valeurs dans F, pour tout point fixé quelconque
heV—{0}, et admet le développement (2) du n° 2, qui converge uni-
formément sur {¢;|t|<1}. Par conséquent, pour toute semi-norme
gel'; et tout nombre £>0, il existé un nombre N >0, tel qu’on ait

(4) 11(; Tt:—D‘f(x)[h‘])<s, pour tout m>N.

D’autre part, étant h-»li} t'D'f (x)[h*]/l! continue et ij t'DYf (x)[0°]/1!

=0, en vertu du théoréme 8.1, il existe un voisinage V'’ de 0 dans E,
tel que, pour tout ke V’, l'inégalité (4) a lieu. Soit >0 un nombre
entier. En posant ¢=1 dans 1’égalité (2) du n° 2, on a

f@+h)=F@)+Df(@)[h]+- -+ D”fiic?[h"hr e
D’aprés les théorémes 2.1 et 3.1,
F@+ D@+ -+ DL

est un polynéme de degré » et D'f(x)[h'] (n+1<I<m—1) sont o(h™).
Done, pour toute semi-norme qel',, il existe une semi-norme pel',
(filtrant) et un nombre A >0, tels qu’'on a

o r@t+n)— @3 PLOWL) < Ay +e,  pour tout he V7,

étant ¢>0 arbitraire, ce qui acheve la démonstration.

Remarque. D’aprés les théorémes 3.1 (I) et 3.2, on peut supposer
que, pour une fonction continue dans un ensemble ouvert dans E a
valeurs dans F, les notions de la dérivée au sens de Fréchet et de la
dérivée faible sont identique. D’autre part, la dérivabilité au sens de
Fréchet et la dérivabilité faible, en un seule point de E, ne sont pas
identique,



