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2. Quelques remarques sur les groupes alg.briques r.els

Par Hideya 1VIATSUMOTO
Institut de Mathgmatiques, Universitg de Tokyo

(Comm. by Zyoiti SUETUNA, M.J.A., Jan. 13, 1964)

1. Le but de cette note est d’appliquer un rsultat de I. Satake
[6 quelques questions sur les groupes algbriques linaires rels:
on tudie la connexion topologique d’un groupe algbrique irrductible,
les automorphismes d’une algbre de Lie semi-simple et les classes
de conjugaison, respectivement des sous-algbres r.solubles maximales
et des sous-algbres de Cartan, d’une algbre de Lie semi-simple.

L’expos dtaill avec dmonstrations paratra ultrieurement.
L’auteur dsire exprimer ici sa profonde reconnaissance M.N.

Iwahori et M. T. Nagano, qui ont bien voulu diriger ses tudes.
2. Rappelons brivement un rsultat dans [6] sur lequel on

s’appuiera dans ce qui suit.
Soient une algbre de Lie semi-simple sur R et . la complexifie

de ..
Soit .% une forme relle compacte de telle que l’involution r

associe .g commute l’involution a associe " on a alors -+p
o =N et -NJ-lu. Soit =++- (+=N,-=N)
une sous-algbre de Cartan de q telle que - soit une sous-algbre

maximale dans p. La complexifie )de est une sous-algbre de

Cartan de .: soit X le systme de racines de relatif , une racine

tant identifie avec un lment de 0=/--1++ en utilisant la

restriction de la forme de Killing de . Soit /-{a,a,..., a} un
systme fondamental de X tel qu’on air, pour toute racine positive fl,

afl=-fl ou bien aft>0.
On sait alors la proposition suivante (voir [6, proposition 2):
Proposition A. Si (u, *, 1") est un autre systne satisfaisant

aux mmes conditions que (, ,), il existe un automorphisme
int$rieur de tel que ()- * *- ()- et (t)- 1", sYtendant
canoniquement en un automorphisme de .

ao-a o peut tre !crit sous la forme 0= Soro-roSo off So est
dans le groupe de Weyl W associ Z et r0 transforme / en lui-mme.
On notera W le sous-groupe de W compos des lments commutant

O’0o
Le schema de Satake-Tits de , dsign par le symbole (z/, a), est

le schema obtenu, partir du schema de Dynkin de reprsentant
A={a, a,..., at}, en marquant les sommets dans /0-/[/--1 et
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en indiquant la permutation involutive r0 par des flches (cf. [6 et
J. Tits [8]).

Soit zl’ un sous-ensemble de I tel que le sous-espace de 0 sous-
tendu par les l.ments dans zl’ soit laiss invariant par 0: il existe
alors une sous-algbre semi-simple ’ de telle que (zl’,a) soit le
schema de Satake-Tits de ’ (voir E6). Le schema (zl’, ) s’appellera
un sous-schma de (zl, ).

Si est de la premiere Eresp. seconde catgorie, le schema de
Satake-Tits (zl, ) de sera dit de la premiere Eresp. seconde_ catgorie.

est de la premiere catgorie si et seulement si possde une sous-
algbre de Cartan compacte" (1, ) est de la premiere catgorie si et
seulement si -0 appartient k W. En particulier le schema vide est
de la premiere catgorie.

:. On sait bien que tout groupe algbrique irrductible complexe
est topologiquement connexe. Soient maintenant M un groupe alga-
brique irrductible rel et M la composante connexe topologique de
l’lment neutre darts M: soient U le plus grand sous-groupe uni-
potent distingu de M et G un sous-groupe rductif maximal de M.
Alors M est le produit semi-direct de U par G, U tant topologi-
quement connexe.

En appliquant k G la proposition A, on obtient le
Thorme 1. (i) Si D est un sous-groupe algbrique irr$ductible

R-diagonalisable maximal de M, on a M=MD.
(ii) M possde un sous-groupe fini S compos d’lments involu-

tifs tel que M soit le produit semi-direct de M par S.
4. Etant donne une algbre de Lie semi-simple sur R, soient

G le groupe algbrique des automorphismes de ., G Eresp. G] la
composante irrductible Eresp. connexe topologique de l’lment neutre
dans G. La structure du groupe quotient G/G a djk t. dtermine
par E. Cartan E2_ (cf. aussi S. Murakami E5).

Pour retrouver ce rsultat de Cartan, on y applique la proposition
A et le thorme 1. A l’aide de quelques vrifications utilisant la
classification des algbres de Lie simples, on peut dmontrer le

Thorme 2. G possde un sous-groupe fini S tel que
(i) G soit le produit semi-direct de G par S; et
(ii) S $tant SG, S soit le produit semi-direct de S par un

sous-groupe E de S.
Et puis on peut dterminer un tel sous-groupe S explicitement

pour chaque algbre de Lie simple et on retrouve "presque gnrale-
ment" la

Proposition 1. Supposons que soit simple. Alors le groupe
quotient GIG se compose d’$l$ments involutifs sauf dans l’un des cas
suivants: 1) est isomorphe la restriction scalaire de l’algbre
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de Lie simple complexe de type (D4), 2) est isomorphe & la forme
rSelle compacte de type (D), 3) est isomorphe & l’une des formes
rSelles normales de types (D.n) (n>_2).

5. Employant les notations des paragraphes 2 et 4, on considre
les classes de conjugaison des sous-algbres rsolubles maximales
[resp. de Cartan de sous les operations de G.

Soit une sous-algbre rsoluble maximale de . G.D. Mostow
a caractris la forme de , dmontrant que contient une sous-
algbre de Cartan de (voir [4, thorme 4.1). On en dduit que,
](a) tant le centralisateur dans de la partie vectorielle de ,
/]() est une sous-algbre parabolique de ayant une sous-algbre
semi-simple maximale de la premiere catgorie.

On peut ainsi rduire la question de conjugaison pour les sous-
algbres rsolubles maximales de celle pour les sous-algbres
paraboliques de .q: d’autre part, les classes de conjugaison de ces
dernires sont bien connues (cf. J. Tits [1). On a alors le

Thorme 3. I1 existe une correspondance bi-univoque entre les
classes de. conjugaison des sous-algbres rdsolubles maximales de sous
les operations de G et les sous-schdmas de (,) contenant 1o et
5tant de la premiere catgorie.

Les classes de conjugaison des sous-algbres de Cartan de ont
t dtermines par M. Sugiura 7] (cf. aussi B. Kostant [3]).

S’appuyant sur la proposition A et utilisant un raisonnement
analogue celui qu’on vient de faire, on peut simplifier un peu la
mthode de Sugiura: on a le

Thorme 4. I1 existe une correspondance bi-univoque entre les
classes de conjugaison des sous-algbres de Cartan de sous les
opSrations de G et les classes de conjugaison des sous-schmas de
(1, a) contenant 1o et tant de la premiere catgorie sous les opSra-
tions de W.

Remarquons enfin que les classes de conjugaison des sous-algbres
rsolubles maximales [resp. de Cartan de sous les operations de
G sont identiques avec celles sous les operations de G.
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