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4. Sur Pintégrale (A) et Uintégrale (E.R.)

Par Hatsuo OKANO
Université d’Osaka
(Comm. by Kinjiré KUNUGI, M.J.A., Jan. 12, 1965)

Pour intégrer la fonction conjuguée d’une fonction sommable,
MM. E. C. Titchmarsh et A. Kolmogoroff ont introduit la notion de
I’intégrale (A).” TUne fonction f(x) est dite intégrable (A) sur un
intervalle fini [a, b] si elle satisfait aux conditions suivantes :

(A) Mes ((@; | £(@)| > mpP=o( ) .

f(x) si | f(x)|=n
0 si|flx)|>n.

La valeur limite (A,) est désignée par (A)Sb f(x)dx.

D’autre part, utilisant la méthode de laacomplétion de 1’espace
rangé, Prof. K. Kunugi a défini indépendamment une intégrale singu-
liére qui s’appelle ’intégrale (E.R.).® Et, plus tard, MM. I. Amemiya
et T. Ando ont démontré que l’intégrabilité (E.R.) d’une fonction
f(x) est équivalente aux conditions (4,), (A,) et son intégrale est
égale a la valeur limite (A,), c’est-a-dire que l’intégrale (E.R.) est
identique a 1’intégrale (A4).*

Or, cette intégrale est une généralisation de celle de Lebesgue.
Mais, de la condition (4,), la fonction _;_, par exemple, n’est pas intég-

rable sur l'intervalle [—1, 1]. Done, nous désirons élargir la portée

de !’intégration.
Pour cela, Prof. K. Kunugi a montré que, par la méthode de
changement de la variable, nous pouvons définir une telle intégrale.”

b
Nous désignons une intégrale de cette sorte par (E.R. ”)S Sfx)dex,

(A tim [/ T (@) ]da existe, od LA(a)l.=
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ol v est une mesure finie jouissant des conditions suivantes:

(1*) Tout ensemble mesurable pour la mesure lebesguienne est
mesurable pour v.

(2*) Mes (A)=0 si et seulement si y(A4)=0.
L’intégrale (E.R. v) peut étre définie comme il suit :®

K,(v) désigne la famille de toutes les fonctions f(x) telles qu’il
existe une suite d’ensembles mesurables {4,} satisfaisant aux conditions
suivantes :

P,) AcAc---CAC--- et llmu([a b]—A,)=0.

(P,) Il existe une constante Ic>1 qui satisfait, pour tout
n, akv([a, b]—A,.)2v([a, b]—A4,).

(P,) f(x) est sommable sur chaque ensemble A4,.

(P,) 1l existe une suite de nombres positifs {¢,} qui jouit de (i)
€, ] 0 et (ii) pour tout ensemble mesurable E tel que ECA, et

W E)<y([a,b]—A4,), on a S | fx)|de<e,. Alors, nous pouvons
E
démontrer la proposition suivante: Sotent f(x) une fonction appor-

tenant @ K,(v), {4,} et {B,} deux suites d’ensembles mesurables
joutissant des conditions (P)—(P,). Alors, on a

Iim S f@do=Tm | fa)ds,

lim L f(x)dx_.limg f@)de.

n—oo n—roo

Done, on peut desugner ces valeurs limites par I (f,v), I( f,v) respective-
ment. Au cas ot I(f, v)=I(f, v), nous écrivons

I(f,9)=1(f,)=L(f, »)=(E.R.V)| f@)ia.

Si 'on a —oo<I(f,v)<o, la fonction f(x) est dite intégrable
(E.R.v). K\v), I(f,v)et I(f,v)dépendent en général de la mesure v.
Dans le cas ou v serait la mesure lebesguienne, l’intégrale de

b
f(x) est désignée par (E.R.)S f(x)dx et, si elle est finie, f(x) sera
dite intégrable (E.R.).
Les propriétés suivantes sont fondamentales.

1) Si une fonction f(x) est sommable, elle est intégrable (E.R.
Y) et on a

(E.R. v)gz f(@)dw= (L)S: f(@)dw.”

6) Voir H. Okano: Les intégrales E. R. généralisées sous une forme de
Radon-Stieltjes. Proc. Japan Acad., 36, 824-326 (1960); Sur une généralisation de
I’intégrale (E.R.) et un théoréme général de 'intégration par parties. Jour. Math,
Soc. Japan, 14, 430-442 (1962). Dans ces Notes, nous avons donné une définition
au moyen de la complétion de L; regardé comme un espace rangé. Mais, on voit
aussitot qu’elle est équivalente a celle suivante.

n (L) :f(w)dac désigne l'intégrale de Lebesgue.
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2) Soient f(x) et g(x) deux fonctions intégrables (E.R.v), « et
B deux nombres réels. Alors, af(x)+Bg(x) est aussi intégrable
(E.R.v) et on a

(B.R. )| (@f @)+ Bg(a))ds
—a(E.R. v)S:f(ac)dx—i—B(E.R. v)Sbg(x)dx.

Le but de cette Note est de trouver la relation entre 1’intég-
rabilité (E.R.v) et les conditions (A,), (A,) et

(A1) ¥(lo | F@)[>nh=o( L) .

Théoréme 1. Soit v une mesure telle qu’il ewiste ume constante
C jouissant de 'inégalité v(E)<C Mes (E) pour tout E. Si une
fonction f(x) appartient d K,(v), alors elle satisfait @ la condition
(AY).

Démonstration. 8’il existe une suite d’ensembles {4,} jouissant
des conditions (P,)~(P,) et telle que v([a, b]—A4,)=0, la fonction f(x)
doit étre sommable. Ainsi, elle jouit de la condition (A,) et donc on
a (A}).

Considérons ensuite le cas ou y([a, b]—A4,)>0. Il existe, d’aprés
(P) et (P,), une suite d’entiers n,<m,< .- -<m;< -+ telle que Mk~ <
v([a, b]—A, )< Mk~ ou M=y([a,b]—A4,), pour tout ¢. Ainsi,
sans restreindre la généralité, nous pouvons supposer que {4,} jouit
de (P,), (Py), (P,) et, au lieu de (P,),

PF) ME"<y([a,b]—A,)<Mk"*,

Or, posons v,=k"(e,+ k)%, alors on a

lim v, k™"=0, lim ,k™;*=0 et limv,= co.

n—rco n—rco n—o0

Désignons ensuite par E, ’ensemble {x; | f(x)|<t}, et supposons
par impossible qu’il existe une suite d’entiers n(1)<n(2)< -« <n(t)<
«++ jouissant de l’inégalité v(A,;,— E)>Mk=%, Alors, pour tout

Yn(i)
1, nous pouvons choisir un sous-ensemble F;, de A,;,— E tel

Yn (i)
que Y(F,)=MFk"%. D'une part, I'inégalité v(F,)<v([a,b]—A,u)
entra?nentg [ f(x)|dx<e,; et, d’autre part, puisque Mes (F,)>

Fy

Cw(F,)=MC~k~™", on a SF | f(@) | de >, Mes (F)>MCy, k"%,
D’ou, on a en(i)k”“”rm)“leC““l. C’est une contradiction.

Par conséquent, a 1’exception, au maximum, d’un nombre fini de
n, on a Y(A,—E, )<MEk™ et donc, en combinant avec (P}),

v([a, b]—E, ) <MQ1+k)k™.

Puisque 7,_,<m<v, entrainent my([a,b]—E,)<v.v([a, b] —
B, _)<MkQ1+k)v,k™, on a limmy([a, b]—E,)=0, c.q.f.d..

Exemples. Considérons %Gjours I’intégration sur !’intervalle
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[—1,1]. La mesure v est définie par v(E)zg w"“e”ﬁdw; alors, elle
B
satisfait a I’hypothése de Théoréme 1.
1) L’intégrabilité (E.R.v) n’impliquent pas nécessairement
(A)): La fonction 1 est intégrable (E.R.y), puisque la suite d’en-
x

sembles Anz[—l, —%]u[% 1] jouit des conditions (P)~(P,) et

limS 9% _0, Mais, elle ne satisfait pas & (A)).
4, L

2) L’intégrabilité (E.R.v) n’assure pas mécessairement l ex-
istence de la limite (A,): Considérons la fonction f(x) définie par
f(oc)=2n”“<l<oc<l+—1~>, =—n3’2<——l——i<x<—l>, pour n=

n n 20 n n "
2,8, .-+, et en dehors f(x)=0. Puisque la méme suite {4,} que 1)
jouit aussi des conditions (P,)—~(P,) pour cette fonction et on a
limg f(x)dx=0, elle est intégrable (E.R.v). Mais, on a
An

n—rco

n—oo

lim | [ f@)]ed=—co.

8) Méme si une fonction est intégrable (E.R.v) et la limite
(A,) existe, son intégrale n’est pas nécessairement égale d cette valeur

limite: Posonsf(x)=2n<l<x<l+i),=—n(-—l——l<x< —l>,
n n 2n n n )

pour n=2,3, -+, et en dehors f(x)=0. Alors, de la méme maniére
que 1) et 2), on voit qu’elle est intégrable (E.R.v) et que

(E.R. »)Sl f(w)dleimS f(@)de=0. D’autre part, on a
—1 n—oo J A4,
lim Sl [ f(x)],dz=1log %.8)
n—oo J—1
4) Il existe ume fonction jowissant des conditions (AF), (A,) et
qui n’appartient pas @ K,(v): Remarquons d’abord que, si v est
la mesure définie par v(E)=S g(x)dx, en posant G(x)zrg(t)dt—i-C
B a

(ou C est une constante), pour qu’une fonction f(x) appartienne &
K sur ’intervalle [G(a), G(b)], il faut et il suffit que la fonction
f(G(x))g(x) appartienne & K,(v) sur ’intervalle [a, b].

1
Or, dans notre cas, g(x)=x‘2e“|%r et done G(x)=e T« sign .

8) Cette fonction a été donnée par M. E. C. Titchmarsh, comme un exemple
qui montre que l’intégrale définie par (A,;) sans (A;) n’est pas nécessairement
additive. Voir la Note citée dans 1).

9) Quand v est lebesguienne, nous faisons usage simplement de K; au lieu de
K1(1J).
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Puisque, du Théoréme 1, la fonction f(oo)z% n’appartient pas

1 1 ] la fonction f (G(x))g(x)z— sign
)

n’appartient pas a K,(v) sur [—1,1]. Mais, elle satisfait aux (A¥)
et (A,).

5) Il existe ume fonction intégrable (A) et appartenant d K,(v)
cependant son intégrale (E.R. v) est égale @ — o : Définissons d’abord
deux suites a(n) et b(n) comme il suit:

a K, sur lintervalle [—

o )_{ 1 pour n=2,3, <., 8,
“l(log log m)™*  pour n((m—1P¢<n<m?, m=9,10, --.),
1 pour n=2,3, ---, &,
b(n)= %(log log m)™* pour n((m—1y<n<m?® m=9, 10, «--).
Et, posons
n  pour x( l gl +“(”))
(n:2y 3, °c ')
f(x) —nd pour x( b(;’;) <l — 1 )
"
0 en dehors.
Alors, on a

Mes ({«; | f(®) [>ND=O0(N"a(N)+b(N**)))=o(N).
De plus, puisqu’on a

[, Lr@ =LA@ mennta| =o( L),

[ Lr@so— | [r@de|=o L),

ou m!<N<(m+1)}, m=1,2, ---, elle satisfait a (A,). Donc, elle est
intégrable (A).

D’autre part, puisque la suite d’ensembles An:[—l, _l]u
"
[l, 1] jouit des conditions (P,)~(P,), f(«) appartient 3 K,(v).
"

Mais, on a

S fado< —— L
Ay 4 1)0— Ay m log log m

cm’

ou ¢, est une suite telle que i}cm converge, et de plus, si m*<n<
m=1
(m+1),

[, e s =of2)
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D'ot, I(f, ¥)=lim SA F@)dm=— oo.

Exemple 6. Soit v, la mesure définie dans l’intervalle [0, 1] par

v,(E)= SE de Alors, elle ne jouit pas de I’hypothése de Théoréme

2l

1. La fonction &~*® est sommable et donc intégrable (E.R.y,) sur
[0, 1]. Mais, on a limny,({x; | f(2) | >n})=co.

Comme une inverse du Théoréme 1, on a le

Théoréme 2. Soit v une mesure telle qu’il existe une constante
C jouissant de linégalité Mes (E)<Cw(E) pour tout E. Si une
Sonction f(x) satisfait & la condition (A¥), elle appartient a K,(v)
et on a

() I¢y=Tn | (@, 1 v =lin | [f@)].de.

n—roo

Démonstration. Désignons par E, 'ensemble {x;|f(x)|<t} et
posons v,=y([a, b]— E,).

S’il existe un nombre ¢ tel que v,=0, alors f(x) est bornée
presque partout dans [a, b] et donc intégrable (E.R.y).

Ainsi, considérons le cas ou 7,>0 pour tout ¢. Dans ce cas, on
peut choisir une suite d’ensembles mesurables 4,2 A4,C---CA, &
jouissant des conditions suivantes :

1) 2v([a, b]—A4,)2v([a, b]—A4,)

2) 11 existe une suite d’entiers n(1)<n(2)<::-<n(m)<--- tels
que A,..,.=F,.

Puisque v([a,b]—A,,.,)=".,. tend vers 0, on a limy([a,b]—A,)=0.

Désignons ensuite par m(n) l’entier m jouissant de l’inégalité
nw(m)<n<n(m-+1) et posons

&= 2C1’I’L(’l’l/)7m(,ﬂ), &= Sgp &l

Alors, d’aprés (A}), on a ¢, | 0. Et, de plus, si E un sous-ensemble
de A, tel que v(E)<y([a,b]—A,), on a

SE | f() | do < (m(n)+1) Mes (E)< C (m(n)+1)u(E)

S Cm(n)+1)Y iy <616,
De plus, f(x) est bornée sur A,.
Par conséquent, f(x) appartient a K,(v).
Enfin, (*) résulte de ’inégalité suivante :

||, s =L lamds| <, | (@) | de

m(n)+1—Bm(n)
<(m(n)+1)Y
=C"%,, c. q. f. d..
Des Théorémes 1 et 2, on peut en déduire le résultat susdit de
MM. I. Amemiya et T. Ando.



