
No. 1 17

4. Sur l’intgrale (A) et l’intgrale (E.R.)

Par Hatsuo. OKAN0
Universit d’Osaka

(Comm. by Kinjir6 KUNUGI, M.J.A., Jan. 12, 1965)

Pour intgrer la fonction conjugue d’une fonction sommable,
MM. E. C. Titchmarsh et A. Kolmogoroff ont introduit la notion de
l’intgrale (A). Une fonction f(z) est dite intgrable (A) sur un
intervalle fini a, b si elle satisfait aux conditions suivantes

(A) Mes ({; ,f(). n})-o(-.).
(A,) lim [f(x),flx existe, off f(x)=

f(x) si If(x) l=<
0 si If(x) l>n.

La valeur limite (A,) est dsign(e par (A) f(x)dx.
D’autre part, utilisant la rn(thode de la eompl,tion de l’espaee

rang, Prof. K. Kunugi a d.fini indpendamrnent une int(grale singu-
ligre qui s’appelle l’intgrale (E.R.). Et, plus tard, MM. I. Amemiya
et T. Ands ont dmontr( ClUe l’int(grabilit( (E.R.) d’une fonetion
f(x) est (quivalente aux eonditions (A), (A.) et son int(grale est
(gale g la valeur limite (A.), e’est-g-dire ClUe l’int,grale (E.R.) est
identique g l’int(grale (A).

Or, cette intgrale est une gnralisation de celle de Lebesgue.

Mais, de la condition (A), la fonction __1, par exemple, n’est pas intg-
x

rable sur l’intervalle [-1, 1. Donc, nous dsirons largir la porte
de l’"ntegraton

Pour cela, Prof. K. Kunugi a montr que, par la mthode de
changement de la variable, nous pouvons dfinir une telle intgrale2
Nous dsignons une intgrale de cette sorte par (E.R. ) f(x)dx,
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o est une mesure finie jouissant des conditions suivantes"
(1") Tout ensemble mesurable pour la mesure lebesguienne est

mesurable pour p.

(2*) Mes(A)-0 si et seulement si r(A)-0.
L’intgrale (E.R. ) peut tre dfinie comme il suit :

K() dsigne la famille de toutes les fonctions f(x) telles qu’il
existe une suite d’ensembles mesurables {A} satisfaisant aux conditions
suivantes

(P) A_A_...A_... et lim(a, b-A)-0.
(P) I1 existe une constante k>l qui satisfait, pour tout

n, d k(a, b-A+)r(a, b-A).
(P) f(x) est sommable sur chaque ensemble A.
(P) I1 existe une suite de nombres positifs {e,} qui jouit de (i)

e, 0 et (ii) pour tout ensemble mesurable E tel que EA et

(E)(a, b-A,), on a [ f(x)dze. Alors, nous pouvons

dmontrer la proposition suivante" Soient f(x) une fonction appar-
tenant d K(p), {A.} et {B,} deux suites d’ensembles mesurables
ouissant des conditions (P)-(P). Alors, on a

f()d- lim f(x)d,

Doric, on peut dsigner ces valeurs liites pr S(/, ), (i, ) respective-
ment. Au cas i(f, r)=/(f, nous  crivons

8i l’on a -<I(f,)<, la fonetion f() est dire intgrable
(N.R. ). K(), I(f, ) et !(f, ) dendent en general de la mesure .

Dns le eas off serait la mesure lebesguienne, l’intgrale de

f() est dsignge ar (N.R.) f()g et, si elle est finie, f() sera
dire intgrable

Les rorits suivantes sont fondamentales.
1) 8i une fonetion f() est sommable, elle est intgrable

) et on a

(N.R. ) f()gw- (L) f(w)d.’
6) Voir H. Okano" Les intgrales E. R. gnralises sous une forme de

Radon-Stieltjes. Proc. Japan Acad., 36, 324-326 (1960); Sur une gn.ralisation de
l’intgrale (E.R.) et un thorme gnral de l’intgration par parties. Jour. Math.
Soc. Japan, 14, 430-442 (1962). Dans ces Notes, nous avons donn une dfinition
au moyen de la completion de L1 regard comme un espace rang. Mais, on voit
aussit0t qu’elle est quivalente fi celle suivante.

7) (L)b.f(x)dx dsigne l’intgrale de Lebesgue.
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2) Soient f(x) et g(x) deux fonctions intgrables (E.R. ), aet
/9 deux hombres rels. Alors, f(x)+g(x) est aussi intgrable
(E.R. ) et on a

(E.R. ) (of(x)+ g(x))dx

Le but de cette Note est de trouver la relation entre l’intg-
rabilit (E.R. ) et les conditions (A), (A.) et

(A*) ({x; f(x) >n}) o -Thorme 1. Soit une mesure telle qu’il existe une constante
C jouissant de l’ine’galitd (E)<_C Mes (E) pour tout E. Si une
fonction f(x) appartivnt K(), alors elle satisfait la condition
(A*).

Dmonstration. S’il existe une suite d’ensembles {A} jouissant
des conditions (P)-(P) et telle que ([a, b-A)-O, la fonction f(x)
doit tre sommable. Ainsi, elle jouit de la condition (A) et donc on
a (A*).

Considrons ensuite le cas off ([a, b-A)>0. I1 existe, d’aprs
(P) et (P.), une suite d’entiers n<n< ...<n telle que Mk-
y([a, b-A,)<_.Mk-+, off M-([a, b-A), pour tout i. Ainsi,
sans restreindre la gnralit, nous pouvons supposer que {A.} jouit
de (P), (P), (P) et, au lieu de (P),

(P*) Mk-<_([a, b-A)<_Mk-+.
Or, posons ’.- k(e.+k-), alors on a

lim ’.k-’-0, lim ek/:-0 et lim ,-
Dsignons ensuite par Et l’ensemble {x; If(x) I<_t}, et supposons

par impossible qu’il existe une suite d’entiers n(1)<n(2)<...
jouissant de l’ingalit (A(-E)>Mk-. Alors, pour tout

i, nous pouvons choisir un sous-ensemble F de A()-E tel

que ,(F)-Mk-(. D’une part, l’ingalit
entrainent If()ldx<_s et, d’autre part, puisque Mes

C-(F)-MC--’, on a If(x) ldx>_"/( Mes (F)>_MC-7k
D’ou, on a e()k()() >_MC-. C’est une contradiction.

Par consequent, l’exception, au maximum, d’un hombre fini de
n, on a (A-E,)<_Mk et donc, en combinant avec (P*),

,([a, b-E)<_M(l+ k)k-.
Puisque /_ K m</. entrainent m([a, b-E) <_ .([a, b

Ev,_)<_Mk(I+ k).,k-, on a lim m,([a, b E)=0, c.q.f.d..
Exemples. Considrons toujours l’mtegratmn sur l’intervalle
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[--1, 1]. La mesure est dfinie par (E)- din; alors, elle

satisfait l’hypothse de Thorme 1.
1) L’in$dgvabilid (E.R.) n’impliquen$ pus ndcessaivemen

(A)" La fonction est intgrable (E;R. ), puisque la suite d’en-

[ 1] [1 1] jouit des conditions (P,)-(P)etsembles A,= -1,- U ,
lim d-0. Mais, elle ne satisfait pus (A).

2) L’intdgrabilitd (E.R. ) n’assure pus ndcessairement l’ex-
istence de la limite (A): Considrons la fonction f(x) dfinie par

f(x)_2n/,(<x<1+1)’ _n,2( nl n21 <x< -;),1 pour n-

2, 3, ..., et en dehors f(x)=0. Puisque la mme suite {A,} que 1)
jouit aussi des conditions (P)-(P) pour cette fonction et on a

lim f(x)dx=O, elle est intgrable (E.R.). Mais, on

lim [f()g-- .
3) Mme si une fonction est intdgrable (E.R. v) et la limite

(A:) existe, son intdgrale n’est pus ndcessairement dgale d cette valeur

limite: Posonsf(x)-2n <x<+n ----n
n n<x< 1

pour n=2, 3,..-, et en dehors f(x)=0. Alors, de la m6me manire
que 1) et 2), on voit qu’elle est int6grable (E.R.v)et que

(N.R. f()g-lim f()d=0. D’autre art, on a

lim [f()g- log --.1a

q ’appafie a K(): Nemarquons d’abord que, si est

la mesure dfinie ar (N)- ()d, en osant G()- ()g+C

(off C est une eonstante), our qu’une fonetion f() aartienne g
K sur l’intervalle G(a), G(b), il faut et il sut que la fonetion

f(G())() aartienne g K() sur l’intervalle [a, b.
0r, darts notre eas, ()=-e- et done G()=e- sign .

8) Cette fonction a 6t6 donn6e par M. E. C. Titchmarsh, comme un exemple
qui montre que l’intgrale dfinie par (A2) sans (A1) n’est pus ncessairement
additive. Voir la Note cite duns 1).

9) Quand vest lebesguienne, nous faisons usage simplement de K1 au lieu de
Ki(v).
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Puisque, du Thorme 1, la fonction f(x)_l__ n’appartient pas

K sur l’intervalle [ 1 1 ] la fonction f(G(x))g(x)- 1__ sign
e J’ 2

n’appartient pas K(r) sur -1, 1. Mais, elle satisfait aux (A*)
et (A.).

5) II eziste une fonc$ion in$dgrable (A) e$ appar$enan$ K(v)
cependan$ son in$dgrale (E.R. ) es$ ggale d --oo D.finissons d’abord
deux suites a(n) et b(n) comme il suit:

1 pour n-- 2, 3, ..., 8,a(n)-- (log log m)-1 pour n((m--1)<n_m, m--9, 10, ...),
1 pour n--2, 3, ..., 82,

b(n)- (log log m)- pour n((m-1)n_m m--9, 10, ...).

Et, posons

n pour

--12 pour
(n--2, 8, ...)

0 en dehors.
Alors, on a

Mes ({x; f(x) >N})-O(N-(a(N)/b(N)))-o(N-).
De plus, puisqu’on a

--1

I If(x)dx- Ff(x)Jdx -o I

off m_< N_<(m+ 1), m- 1, 2, ..., elle satisfait (A). Done, elle est
intgrable (A).

D’autre part, puisque la suite d’ensembles A- 1, - U

[11-, 1 jouit des conditions (P)-(P), f(x) appartient K().

Mais, on a

f(x)dx< 1 / c,
+)- m log log m

off c, est une suite telle que , c converge, et de plus, si m<_n_
(m+i),
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D’ofi, I(f, w)= lim f(x)dx=

Exemple 6. Soit la mesure dfinie dans l’intervalle 0, 1 par

(E)- a# lors, elle ne jouit pas de l’hypothgse de ’I’h(orme

1. La fonetion x-’ est sommable et done intgreble (E.R. u) sur

Comme une inverse du h(or.me 1, on ale
Thorme 2. Soit une mesure telle qu’il existe une constante

C jouissant de l’indgalitd Mes(E)_Cy(E) pour tout E. Si une

fonction f(x) sarisfair la condition (A*), elle appartient K()
et on a

( * I(f, )- lira f(x),fl, _I(f, )- lira [f(x),fl.

Dmonstration. Dsignons par E, l’ensemble {x; f(x)l_<t} et
posons %- w( Ea, b] E).

S’il existe un nombre t tel que %-0, alors f(x)est borne
presque partout dans [a, b et donc int4grable (E.R. ).

Ainsi, considrons le cas off %>0 pour tout . Dans ce cas, on
peut choisir une suite d’ensembles mesurables A,_A_... _A,_...
jouissant des conditions suivantes"

1) 2([a, b]-A+)>_([a, b]--A)
2) I1 existe une suite d’entiers n(1)(n(2)(... n(m)(... tels

que A()-E.
Puisque (_a,b-A,())-7 tend vers 0, on a lim([a,b-A)-O.

Dsignons ensuite par re(n) l’entier m jouissant de l’ingalit
n(m)

_
n n(m+ 1) et posons

Alors, d’aprs (A*), on a e. 0. Et, de plus, si E un sous-ensemble
de A, tel que (E)<_(a, b-A,), on a

f(x) dx_(m(n)/ 1) Mes (E)<_C(m(n)/ 1)(E)

De plus, f(x) est borne sur A,.
Par consequent, f(x) appartient
Enfin, (*) rsulte de l’in4galit suivante

f(x)dx
A Em(n)+l--Em(n)

=C-e,, c.q.f.d..
Des Thormes 1 et 2, on peut en dduire le rsultat susdit de

MM. I. Amemiya et T. And5.


