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(Comm. by Zyoiti SUETUNA, M.J.A., March 12, 1966)

On montrera dans cette note des résultats analogues a ceux de
Gelfand-Graev [1] et Helgason [3] sur les (horocycles) et Ia
{transformation de Radon) dans les espaces symétriques dans un
cadre plus général.™

§1. Les (horocycles) et la {(transformation de Radon).
G désignera un groupe de Lie semi-simple connexe a centre fini de type
non-compact et K un sous-groupe compact maximal, d’algébres de Lie
get f [6, 7]. Fixons un sous-espace abélien maximal a dans le
complément orthogonal p de f dans g par rapport 4 la forme de Killing.
Une forme linéaire (= 0) sur ’espace a s’appellera une racine (restreinte)
si le sous-espace g, n’est pas trivial, ou g,={Xegq; [H, X1=2(H)X
pour tout Hea}. Un ordre lexicographique étant fixé une fois pour
toutes sur I’espace dual de a, on désignera par X+ ’ensemble des racines
positives. Plus généralement, pour un sous-ensemble E du systéme
fondamental F' des racines, on notera A*(F) l’ensemble des racines
positives qui sont des combinaisons linéaires des éléments de E, et
3*(E) le complément de 4+(E) dans ¥+, Soient n(E)=23g, (1€ I*(R)),
m(E)=2g, (A€ 47(E)),d(E)={Heca, A(H)=0pour tout 1€ K} et a(F)=
a®a'(E) (le complément orthogonal), Alors n(E) et n,(E) sont des
sous-algebres nilpotentes de g et n(¥) est un idéal de n=n(¢)=n(E)-+
m,(E). Soient B(E) le normalisateur de n(%) dans G et M(E) le central-
isateur de a’(¥) dans K. On notera g(E) la sous-algébre semi-simple de
g engendrée par a(E)+2(gr+g_,) (A€ 4H(E)), {(E)=tNg(E) une sous-
algébre compacte maximale de g(E). Alors g(E)=(E)+a(E)+n,(E)
est une décomposition d’Iwasawa de g(E). Soit A (resp. A'(E), A(E),
N, N(E), N(E), G(E)) le sous-groupe analytique de G correspondant &
la sous-algébre de Lie a (resp. o/(F), a(E), n, n(E), n(E), g(E)).

Une N(E)-sphére ou le (horocycle) généralisé dans 1’espace
symétrique G/K est, par définition, un orbite d’un sous-groupe de G
conjugué au sous-groupe N (F), c’est-d-dire un ensemble de la forme
aN(E)x'p={xnx'p;ne N(E)} ou € G et pe G/K. On désignera
par S(G/K, N(E)) ’ensemble des N(FE)-sphéres dans G/K:

*)  L’exposé détaillé avec démonstrations paraitra dans le (Journal of the
Faculty of Science, University of Tokyo).
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S(G/K, N(E)={zN(E)yp; «, y € G}={xN (E)p; © € G}
ol p,=KeG/K. Le groupe G opére a gauche sur S(G/K, N(E));
2€ @, E=xN(E)py—-2é=zxN(E)p,.

Théoréme 1. [3]" On a

S(G/K, N(E))=G/M(E)N (E).

La démonstration repose sur

Lemme 1. Soit p une application linéaire bijective de a-+n
sur p définie par X——X -+ 60X ou 0 est I'involution de Cartan., Alors
ola+1,(E)) est le complément orthogonal de I’espace tangent @ N(E)p,
en p, dans p qui s’identifie comme d’habitude avec I’espace tangent
d G/K en p,. L’espace o'(E) est I’intersection de tous les sous-espaces
abéliens maximaur dans o(a+n(E)).

Comme U(E)=M(E)N(E) est un sous-groupe fermé de G,» on
munira toujours S(G/K, N(E)) de la structure différentiable de G/U(E)
par le Théoréme 1.

Théoréme 2. [3]" Soit w la projection de G/U(E) sur G/B(E)
définte par

w: GIUE) 3 2U(E)—aB(E).
Alors G|U(E) est un espace fibré a base G/B(E) et @ projection r,
chaque fibre étant isomorphe @ A'(E)x G(E)/K(E) ou K(E)=GE)NK
est un sous-groupe compact maximal de G(E), et ’opération de G
commute avec T.

Soit H un sous-groupe fermé de G. On notera D(G/H) ’algébre
des opérateurs différentiels sur ’espace G/H invariants par G. Si V
est un espace vectoriel, S(V) désignera 1’algébre symétrique sur V,
Soit W le groupe de Weyl (restreint), soit Wy={sc W; s|y & est
trivial}, et soit I,(a) la sous-algébre de S(a) des éléments invariants
par Wy. Soient g(E)=¥(E)-+p(¥) la décomposition de Cartan de g(E),
I(p(E)) la sous-algébre de S(p(E)) des éléments invariants par K(E),
et I(a(F)) la sous-algébre de S(a(E)) des éléments invariants par
We=1{8laum; s€ Wiyl

Théoreme 3. [3]"* On a

D(G/U(E)=I(p(E)RS(a'(E) =I(a(E)XS (a'(E)) =Ix(a).

La démonstration se réduit 4

Lemme 2. Soit q(E) le sous-espace de t orthogonal & m(E).
Alors la somme

g(E)=(p(E)+ o' (E)+ q(E))+ (m(E)+n(E))
est directe. Soit o la projection de g sur p(E)+d'(E)+q(E) définie
par la somme directe ci-dessus. Alors la sous-algebre de S(p(E)+

1) Helgason a démontré [3] cet énoncé dans le cas E=4g.

2) Remarquons U(F)=K.

3) Le deuxieéme isomorphisme dépend de Harish-Chandra [2] et le troisiéme
est trivial.
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J(E)+q(E)) des éléments invariants par oo Adu (we U(E)) est
isomorphe a l'algebre I(p(E))RS (a'(K)).
L’isomorphisme v, de D(G/U(E)) sur Iy(a) est caractérisé par
Proposition 1.V Soit fe C=(G/U(ER)) telle que fory|em € Co(G(E))
et que f(k&)=r(&) pour tout ke K et £ G/U(E). On définit une
fonction X, sur A par la formule

Xf(a):epE(log a)s ( )fo nE(an)dn
E

1

1
2
sur G/U(E). Alors pour tout De D(G/U(E)), on a
Xpr="s(D)X;.
A chaque feCy(G/K), nous définissons une fonction f, sur
S(G/K, N(E)=G/U(E) par la formule on;zE(x)=S  Fomy(am)dn

ou x€G. L’application f——f5 s’appellera la N (E)—trallvnsformation ou
la (transformation de Radon) généralisée dans l’espace symétrique
G/K.

Proposition 2. Si fe Cy(G/K), alors fpeCy(G/U(EH)). La
N(E)-transformation fr—sfp de C3(G/K) dans C3(G/U(E)) est
ingective.

§ 2. L’opérateur de transmutation.

Proposition 3. On a

UE)\G/K=A| W,
o A/Wjy est Vespace des classes mod, Wy.

La démonstration repose sur la décomposition d’Iwasawa et celle
de Cartan.

Soit Ry={fec C=(G/K); f(up)= f(p) pour tout uc U(E), pec G/K}.
Il est clair que Dfe Ry si De D(G/K) et si fe Ry. D’aprés la
Proposition 3, une fonction fe R, peut étre considérée comme une
fonction définie sur A invariante par W;, donc la restriction de
De D(G/K) a R; peut étre considérée comme un opérateur différentiel
05(D) sur A que lon appelle la partie E-radiale de D. Sauf le cas
E=¢,0,(D) n’est pas invariant par ’opération de A. Mais on peut
transmuer 0,(D) & vy(D) qui est un opérateur différentiel sur A
invariant par ’opération de A. Etendant des résultats de [4, 5],
nous pouvons énoncer

Théoreme 4. Soit fe Ry telle que fomy|ame Cy(G(H)). On
définit une fonction X, sur A invariante par Wy par la formule

X,(a)ze”E“"g“)S formz(an)dn ol acA.
N(B)

Alors on a Xps=72(D)X, pour tout De D(G/K).

ou ac A, py==32(A€ 47(H)) et 1, est la projection canonique de G
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