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Sur les transformations intgrales clans tes
espaces homognes

Pr isuo ooo
Dpartement de Mathmatiques, Universit de Tokio

(Comm. by Zyoiti SUETUNA, M.J.A., March 12, 1966)

On montrera dans cette note des rsultats analogues ceux de
Gelfand-Graev 1 et Helgason 3 sur les ((horocycles)) et la
((transformation de Radon)) dans les espaces symtriques dans un
cadre plus gnral.*

1. Les ((horocycles)) et la ((transformation de Radon)).
G dsignera un groupe de Lie semi-simple connexe centre fini de type
non-compact et K un sous-groupe compact maximal, d’algbres de Lie

et _6, 7. Fixons un sous-espace ablien maximal a dans le
complment orthogonal p de dans fl par rapport la forme de Killing.
Une forme linaire (=/= 0) sur l’espace s’appellera une racine (resgreinge)
si le sous-espace n’est pas trivial, o -{Xe ; _H, X-2(H)X
pour tout He a}. Un ordre lexicographique tant fix une lois pour
toutes sur l’espace dual de e, on dsignera par/:+ l’ensemble des racines
positives. Plus gnralement, pour un sous-ensemble E du systme
fondamental F des racines, on notera zl+(E) l’ensemble des racines
positives qui sont des combinaisons linaires des lments de E, et
Z+(E) le complment de z/+(E) dans 2:+. Soient (E)-vx (2 e V+(E)),
(E)-Z( e z/+(E)), a’(E)- {H e a, (H)- 0 pour tout 2 e E} et (E)--
a)a’(E) (le eomplment orthogonal). Alors I(E) et IA(E) sont des
sous-algbres nilpotentes de et (E) est un ideal de -()--(E)/
(E). Soient B(E) le normalisateur de u(E) dans G et M(E) le central-
isateur de ’(E) dans K. On notera (E) la sous-algbre semi-simple de
engendre par (E)+Z(+_) (2 e z/+(E)), (E) fl(E) une sous-

algbre compacte maximale de fl(E). Alors s(E)-(E)+a(E)+u(E)
est une dcomposition d’Iwasawa de fl(E). Soit A (resp. A’(E), A(E),
N, N(E), N(E), G(E)) le sous-groupe analytique de G correspondant
la sous-algbre de Lie a (resp. a’(E), a(E), u, n(E), (E), (E)).

Une N(E)-sphre ou le ((horocycle)) g4nralis dans l’espace
symtrique G/K est, par dfinition, un orbite d’un sous-groupe de G

n"co ugue au sous-groupe N(E), c’est--dire un ensemble de la forme
xN(E)x-p {xnx-p; n e N(E)} o x e G et p e G/K. On dsignera
par S(G/K, N(E)) l’ensemble des N(E)-sphres dans G/K:

*) L’expos d4taill4 avec d4monstrations paraitra dans le <(Journal of the
Faculty of Science, University of Tokyo)).
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S(G/K, N(E))-{xN(E)ypo; x, y e G}-{xN(E)po; x e G}
off po--Ke G/K. Le groupe G opre gauche sur S(G/K, N(E));
z e G, -xN(E)pol :;z-zxN(E)po.

Thor&me 1. 3_) On a
S(G/K, N(E))-G/M(E)N(E).

La dmonstration repose sur
Lemme 1. Soit p une applicagion lindaire bijective de

sur p ddfinie par XI X/OX o 0 es l’involuion de Caftan. Alors
p(a+n(E)) es le compldmeng orhogonal de l’espace angeng N(E)po
en Po dans p qui s’idengifie comme d’habigude avec l’espace tangen
G/K en po. L’espace a’(E) est l’intersecion de gous les sous-espaces

abdliens maximaux dans p(a+(E)).
Comme U(E)-M(E)N(E) est un sous-groupe ferm de G,) on

munira toujours S(G/K, N(E)) de la structure diffrentiable de G/U(E)
par le ThorSme 1.

Th4orme 2. [3 1) Soit z la projection de G/U(E) sur G/B(E)
ddfinie par

z: G/ U(E) x U(E)I xB(E).
bAlors G/U(E) est un espace fi re d base G/B(E) et d projection z,

chaque fibre grant isomorphe A’(E) G(E)/K(E) o K(E)--G(E) K
est un sous-groupe compact maximal de G(E), et l’opdration de G
commute avec z.

Soit H un sous-groupe ferm de G. On notera D(G/H)l’algbre
des oprateurs diffrentiels sur l’espace G/H invariants par G. Si V
est un espace vectoriel, S(V) dsignera l’algbre symtrique sur V.
Soit W le groupe de Weyl (restreint), soit W-{se W; s[,() est
trivial}, et soit I(a) la sous-algbre de S(a) des lments invariants
par W. Soient (E)-(E)/ O(E) la dcomposition de Cartan de (E),
I(O(E)) la sous-algbre de S(O(E)) des lments invariants par K(E),
et I(a(E)) la sous-algbre de S(a(E)) des lments invariants par
W- {s I; s e W}.

Thorme 3. 31)’8) On a
D(G/ U(E))

_
I(O(E))@S(a’(E)) -I((E))@S(a’(E))-I(e).

La dmonstration se r4duit
Lemme 2. Soit q(E)le sous-espace de orhogonal d re(E).

Alors la somme
(E)-- (O(E)-+- e’(E)-t- q(E)) 5- (re(E)-4- (E))

es directe. Soit a la projection de sur p(E)+ a’(E)+ q(E) ddfinie
par la somme directe ci-dessus. Alors la sous-algbre de S(p(E)+

1) Helgason a dmontr 3 cet nonc dans le cas E=.
2) Remarquons U(F)=K.
3) Le deuxime isomorphisme dgpend de Harish-Chandra [2 et le troisime

est trivial.
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a’(E)+ q(E)) des dldments invariants par a Adu (u e U(E)) est
isomorphe d l’algbre I(O(E))(S (a’(E)).

L’isomorphisme / de D(G/U(E)) sur I(a) est caractris par
Proposition 1.1) Soit fe C(G/U(E)) telle que foTla() e C(G(E))

et que f(k)=f() pour tout k e K et e G/ U(E). On ddfinit une
fonction X sur A par la formule

X](a)-- e()I fo (an)dn
iCE)

o a e A, p-I2 ( e z/+(E)) et est la projection canonique de G

sur G/U(E). Alors pour tout De D(G/U(E)), on a

A chaque fe CT(G/K), nous dfiaissons une fonction f sur

S(G/K,N(E))-G/U(E) par la formule foT(x)- fo(xn)dn
J

off x e G. L’application f: f s’appellera la N(E)-transformation ou
la ((transformation de Radon}} gnralise dans l’espace symtrique
G/K.

Proposition 22 Si fe C(G/K), alors f. e CF(G/U(E)). La
N(E)-transformation fl f de C(G/K) dans C(G/U(E)) est
injective., 2. L’oprateur de transmutation.

Proposition :. On a
U(E)\G/K--A/W,

o A/W est l’espace des classes rood. W.
La dmonstration repose sur la dcomposition d’Iwasawa et celle

de Cartan.
Soit -={f C(G/K); f(up)- f(p) pour tout u e U(E), p e G/K}.

I1 est clair que Dfe L si D eD(G/K) et si f e . D’aprs la
Proposition 3, une fonction fe peut tre considre comme une
fonction dfinie sur A invariante par W, donc la restriction de
D e D(G/K) 5 peut tre considre comme un oprateur diffrentiel
(D) sur A que l’on appelle la pattie E-radiale de D. Saul le cas
E=, (D) n’est pas invariant par l’opration de A. Mais on peut
transmuer (D) (D) qui est un oprateur diffrentiel sur A
invariant par l’opration de A. Etendant des rsultats de [4, 5_],
nous pouvons noncer

Thorme 4. Soit f telle que foTl() C(G(E)). On
ddfinit une fonction X] sur A invariante par W par la formule

X(a)- e()I fo r(an)dn o a e A.
JN(E)

Alors on a X--/(D)X pour tout D D(G/K).
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