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124. Sur la mthode des espaces ranges. II

Par Kinjir5 KUNUGI, M.J.A.

(Comm. June 13, 1966)

1. Dans cette Note, nous servirons de la m(me terminologie
introduite dans "Sur la mthode des espaces rang(s. I", qu’on
citera comme [M.E.R.I. Nous y avons donn( deux notions de la
limite: la limite (simple)et la limite propre. Pour que ces deux
notions coincident, il suftit de .se placer dans l’hypothse suivante:

Axiome (D*). Soit Run espace rang. Pour toute paire (p, q)
de deux points distincts p et q, il existe un nombre ordinal
er0(p, q), 0<:a0w, tel que toute paire d’un voisinage V(p) de p et
d’un voisinage U(q)de q, n’ont aucun point en commun ds que
V(p) et U(q) appartiennent la somme des 1I, tant des nombres
quelconques tels que or0_< w.

Nous pouvons exprimer ce fait par la
Proposition 5. Dans l’espace rangd, o l’axiome (D*) est

satisfait la limite (simple) et la limite propre coincident.
D’ailleurs, la dmonstration de la Proposition est trs simple.

2. Notions relatives. Soient R, A un espace rang et un de
ses ensembles de points. tout point a de A et tout voisinage
V(a) de a, considr dans l’espace R, nous donnons un ensemble de
points de A dfini par la relation

V(a, A)-A V(a).
Nous appelons V(a, A) un voisinage du point a, considr relative-
ment A.

Si l’espace R satisfait respectivement l’axiome (a), ) l’axiome
(b),) l’axiome (A),) l’axiome (T0)) ou l’axiome (D*), il s’ensuit de
l que nous ayons l’axiome correspondant comme il suit"

l’axiome (a)’. Pour tout voisinage v(a, A) du point a (a tant
un point quelconque de A) et pour tout nombre a tel que
il existe un nombre et un voisinage u(a, A) de a teis qu’on ait
la lois

cr<_< co, u(a, A)_ v(a, A), u(a, A)e II(A).
l’axiome (b)’. L’espace A lui-mme est un voisinage de chaque

point a de A, et il appartient la famille l0(A).
l’axiome (A)’. Chaque voisinage V(a, A) de a contient le point a.

1) Voir M. E. R. I, p. 319.
2) Ibid., p. 320.
3) Ibid., p. 320.
4) Ibid., p. 321.
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l’axiome (To)’. De route paire a, b de deux points distincts acb
de A, il existe au moins un des deux, soit a par exemple, qui possde
un voisinage V(a, A) situ hors du point b.

l’axiome (D*)’. Pour toute paire (a, b) de deux points a, b de
A, il existe un nombre ordinal 0- 0(a, b), 0 <_0<w, tel que toute
paire d’un voisinage V(a, A)de a et d’un voisinage U(b, A) de b,
n’ont aucun point en commun, ds que V(a, A), U(b, A)appartient

lIa(A), f tant un nombre ordinal quelconque tel que a0/<w.
Ici, nous dfinissons la famille II,(A) (0<_c w) des voisinages

des points de A, en imposant la condition: Pour que V(a, A) (a
tant un point variable de A) appartienne II,(A), il faut et il
suffit que V(a) appartienne 1I,. L’ensemble A devient ainsi un
espace rang. Nous disons que A est un espace rang induit de
l’espace rang R.

I1 fair remarquer que la profondeur de l’espace A au point a

(et par suite la profondeur de l’espace A lui-mme) est suprieure
ou gale la profondeur de l’espace R au point a (et la profondeur
de l’espace R lui-mme.) Donc, nous pouvons prendre le mme
indicateur de l’espace A que celui de l’espace R.. Ddfinition de la continuitd (r) et la continuitd (p). Soient
R, S deux espaces ranges qui ont le mme indicateur w. Con-
sidrons une fonction univoque

y--f(x)
qui est dfinie pour tous les points x d’un ensemble A de points de
R, dont les valeurs f(x) appartiennent S. Soit a0 un point de A.
Nous disons que la fonction f(x) est continue (r) (ou continual (p)
respctivsment), si, pour toute suite {p,} des points de A telle
qu’on air

a0 e {lim p,} (ou a0 e {lim prop .p,}),

on a
f(ao) e {lim f(p.)} (ou f(ao) e {lim prop f(p,)}).

Une fonction est dite continue (r) ou (p) lorsqu’elle est continue (r)
ou (p) (respectivement) tous les points de son ensemble de dfini-
tion.

S’il s’agit des espaces R, S off l’axiome (D*) est satisfatit, la
continuit (r) coincide avec la continuite (p).

4. Ddfinition de la base. Soient R, S deux espaces ranges
qui possdent le mme indicateur w. Supposons qu’il existe une
fonction y-f(x) dfinie sur R et dont la totalit des valeurs couvrent
tout S entier. Si, de plus, f(x) est bi-univoque et si, pour tou a,
0<_a w, elle satisfait la condition:

1) Pour tout voisinage v d’un point x0 de R de rang a:
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elI(R), l’image f(v)de v par la fonction f(x) est un voisinage
de yo-f(Xo) de l’espace S qui est de rang : f(v)e II(S).

2) I1 existe un choix c(v) des ensembles qui fait correspondre,
chaque image-inverse f-(u) de tousles voisinages u d’un point

y0 de l’espace S de rang , un de ses sur-ensembles de telle sorte
que c(f-(u) soit un voisinage x0 de rang et que, si u est un
voisinage de y0 de rang inferieur ou gal a, l’inclusion u_u
entrane c(f-(u))

_
c(f-(u)).

3) Si vest un voisinage de x0 de rang a dans R, on a c(v)-v.
Dans ces conditions, la fonction f(x) est son inverse f-(x)sont,

routes les deux, continues (r), et ainsi nous pouvons supposer que
l’espace R et S sont identiques, les deux points Xo et yo-f(Xo) tant
identifis l’un l’autre. Donc, nous avons II(R)_II(S) et la fonc-
tion de choix c(v) est dfinie sur (S), l’image c(lI(S)) condidant
avec II(R). D’ailleurs, si v e IR), on a c(v)-v.

En effet, si {V(y0)} est une suite fondamentale des voisinages
par rapport un point y0, c’est--dire une suite monotone dcrois-
sante des voisinages V(yo) de y0 dans S:

Vo(yo) v (yo) V (yo)
tels hue V(yo)e 1I(S) et que

0_<% <_%<_ ..., sup%-w
et si {y} est une suite des points tels que ye V(y0), la suite
{c(f-(V(yo)))} sera une suite fondamentale par rapport x0 dans
R et le terme gnral contiendra f-(y). Dans ce cas, nous disons
que II(R) est une base de 1I(S).

L’example trs simple de la base se trouve dans l’espace mtrique.
En effet, nous pouvons prendre comme S un espace mtrique dont
chaque paire des points x, p possdent leur distance p(x, p). Dans
S, pour chaque point x et pour tout nombre reel positif r, 0< r_< / ,
nous pouvons prendre comme un des voisinages de x une sphere au
centre x, c’est--dire l’ensemble de tous les points p satisfaisant
0<:p(x, p)r. Nous le dsignons par S(x). Ici, nous prenons comme
indicateur le nombre w0. La classe lI(x) (a--0, 1, 2, ...) sera dfinie
comme il suit:

S(x) e lI(x) si et seulement si _<1/r/1 (si r-/ , nous
posons l/r-0). Comme la classe II(R) nous pouvons prendre la
famille consite d’une seule sphere S1/a(x) (a-l, 2, 3, ...). l:t0(R)
contient le seul espace S.

Nous disons que la base est ddnombrable, si l’indicateur co est
gale w0 et si, de plus, pour chaque point x de R, la famille
11(R) ne contient qu’une infinit dnombrable des voisinages de x.
L’espace mtrique considr comme espace rang possde donc une



552 K. KuNu(I Vol. 42,

base d6nombrable.
5. Examples de la base d6nombrable. Montrons maintenant que

plusieurs espaces classiques non m6triques possdent leur base
d6nombrable, lorsqu’on les considre comme espaces rang6s. Ainsi,
la mdthode des espaces rangds est une sorte des procddds qui nous
permettent d’dviter la puissance non dgnombrable.

Example 1. La notion des distributions a 6t6 introduite par M.
L. Schwartz.) Comme un des espaces qui rattachent la th6orie des
distributions, nous pouvons citer l’espace . Consid6rons un espace
R (n=l, 2,...) euclidien de dimensions n dont les points p seront
dsigns par les coordonnes x (i-l, 2, ...): p-(x, x, ..., x).
est la totalit des fonction relles -(x, x,..., x) dfinie sur R.,
drivable indfiniement par rapport toutes les variables et dont les
valeurs s’annulent hors d’un ensemble compact, dpendant de ?.

M. L. Schwartz a donn un systme de voisinages de chaque
de .q). Comme .q) est un espace linaire, il suffit de dfinir un

voisinage d’un lment dit zro, c’est--dire un fonction qui s’annule
partout dans R et qui est dsign4e par (?-0. En effet, soit v(0)
un des voisinages de 0. Alors, tant donn un lment quelconque
? de

v(0)+)

est un voisinage de , et nous supposons que tous les voisinages de
sont ainsi obtenus. Or, pour dfinir v(0), M. L. Schwartz a pro-

pos de considrer d’abord une suite des boules" dsignons par
(-0, 1, 2, ...) la boule r<r, off l’on pose r--x/x/ /x et
par t9 la suite infinie des 2,. 2={t9}. I1 a pris ensuite encore deux
suites infinies {e}, {m}

}
des nombres rels>O, et des nombres entiers:>O, tels qu’on ait

eo___e>>__ >_)>_ lim

m0mm.<_... <_m_<...;limm-+.

Comme voisinages de f?-O, M. L. Schwartz a propos( de prendre
V({m}, {e}; 0)

l’ensemble de routes les fonctions e D qui, quel que soit , vrifient,
pour situ hors de tg, on a, pour chaque systme (p, p., ..., p)
des nombres entiers p, p >__0

t<-e, si p<_m
xf3x

5) L. Schwartz" Thorie des distributions (Actualits scientifiques et in-
dustrielles, 1091), tome 1, Paris, 1950, p. 66--69.
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o5 l’on pose P--Pl+P2+ +P,.
M. L. Schwartz a d6j remarqu6 que le systme fondamental des
voisinages de 0 donne une topologie de base non d6nombrable.

Or, d’autre part, d6signons par
U(m, l, ; O)

l’ensemble de routes les fonctions 9 e D dont les supports appartien-
nent D et qui v6rifient

9 <e, si p<m.

Soit une fonction quelconque de . Les voisinages de seront
U(m, l, e; )- U(m, l, e; 0)+ . Dsignons enfin par 1I (-0, 1, 2, ...)
la famille de tous les voisinages U(m, l, e; ) qui vrifient [1/e-,+1
et _<m, off [ dsigne la partie principale du nombre

La profondeur de _q) est w0. Prenons donc w0 comme indicateur
de _q). L’espace .q) devient ainsi un espace rang. I1 satisfait aux
axiomes (a), (b), (A), (D), et (D*).

Or, les voisinages
U(m, l, 1/v; 9) (pour v--O, posons l/v-+

forment une base de cet espace rang6. Comme m, l, et v varient
0, 1, 2, ..., cette base est d6nombrable.

Enfin, il faut remarquer que la convergence (r) de .q) co’ncide
avec celle de la pseudo-topologie introduite par M. L. Schwartz.

Example 2. Citons encore un autre exemple classique. Con-
sid6rons un cercle d’unit6 E dens un plan complexe. E sera donn6
par zl<_l, z-+iy o , y sont des variables r6elles. Nous disons
qu’une suite des points z, z I<1 tend vers un point p, p I-1, au
sens de stolz, lorsque 1) on a lim p-z, I-0 et 2) qu’il existe un

angle O, positif, tel que
arg (z p) arg p I< (/2)-- O, n-- 1, 2, ....

ltant donn6s deux nombres r6els positifs e, , consid6rons un
ensemble des points V(e, ; p) de tous les points z de E, satisfaisant
a deux inegalites:

1
2) si z:/:p, nous avons

[arg (z--p)--arg p [< (zr/2)-- .
Nous disons que V(e, ; p) est un voisinage du point p qui est de
rang n, ou l’on lOSe n-l/e.

D’autre part, si p est situ dans l’intrierur du eerele" [p

6) ]tant donn4s deux ensembles A et B d’un espace lin4aire, nous d4signons
par A+B l’ensemble de tous les points x de la forme ,=a+b, aeA, beB. (9) est
l’ensemble constitu4 d’un seul element 9.

7) Loc. cit. p. 24.
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nous pouvons considrer comme d’habitude, l’ensemble V(e; p) de tous
les points z de E satisfaisant deux ingalits

et nous pouvons prendre cet ensemble comme un voisinage du point
p de rang n, n=[1/e].

Ainsi, l’ensemble E devient un espace rang. I1 satisfait aux
axiomes (a), (b), (A), et (D*).

Or, les voisinages
V(1/n, l/m; p) pour P =1; V(1/n; p) pour P !1, forment

une base des familles de voisinages qui est dnombrable.
Remarque. La mthode des espaces ranges est une gnral-

isation de celle des espaces mtriques. Celle-ci a t introduite par
M.M. Frchets) en 1905. Mais, en mme temps, il a donn, non
seulement cette mthode, mais encore celle des espaces (L), qui est
plus gnrale. Bien qu’elle est gnralise, son tour, plutard par
Moore et Smith, l’ide de M. M. Frchet est en rapport avec des
suites dnombrables. Or, comme nous l’avons expliqu dans cette
Note, chose curieuse, la mdthode des espaces rangds nous permet
d’gviter souvent l’introduction des notions non ddnombrables (voir
Examples 1 et 2 donns plus haut). Donc, nous pourrons dire que
la mthode des espaces ranges pour le cas off l’indicateur est w0,
tant situe entre la mthode des espaces mtriques et celle des
espaces (L) de M.M. Frchet, ressemble beaucoup la premiere.


