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189. Sur la convergence des sries de Fourier

Par Tokui SAT5
Dpartment de Mathmatiques, Universit de KSbe

(Comm. by Kinjir5 KuNuc,I, M.J..., Nov. 13, 1967)

1. Introduction. Soient f(x) et
a01 f(x)..- +,1 (a cos nx +b sin nx)

une fonction appartenant L(-z, z) et sa srie de Fourier.
Pour la convergence de la srie (1), il y a plusieurs critSres,

par exemple: les critres de Dini, de Jordan, et de Lebesgue etc.,
d’autre part M. A. Kolmogoroff a donn la srie clSbre de Fourier
divergente partout [2. Cependant M. L. Carleson a dmontr
rcemment le thorSme suivant [1.

Th4orme de Carleson. Si f(x) appartient d L(-r, zc), la
sdrie de Fourier (1) converge vers f(x) presque partout.

I1 est donc intressant de rechercher la convergence de srie de
Fourier de f(x) e L(- z, zr) (p >= 1).

2. Nous donnons d’abord le thorSme suivant.
Th4orme 1. Soient f(x) une fonction appartenant L(-zr, z)

et un hombre positif.
La sdrie de Fourier (1) de f(x) converge vers S en tout point

tel que l’intdgrale
(x, t)- s dt (0 < h</2)

t
existe, o

(x, t) f(x / 2t) +f(x- 2t))/2.
Preuve. Posons

a0S(x) - +,=, (a cos kx +b sin kx),

t

On a alors

S(x) S 2Ii’ sin(2n+l)t((x, t)- S) dr.
zr sin t

8upposons que l’inffgrale I(x, t)-Sldt existe en x D’aprgs

1 hypothese, pour un nombre positif s donn( g l’avanee, on peu
prendre 8 telle manigre que

O<(t)<st
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pour
0<=<<1.

Fixons , on peut obtenir N tel que
0 <7/(2n+ 1) <

Posons
n_>N.

sin (2n+ 1)t dt((x, t)- S)
sin t

f(+’ f fP sin (2n+ 1)t+ + )((x, t) S) dt.
/(2.,+) sin t

On obtient alors

et

sin (2n+ 1)t.dt._0((x, t)- S)
sin t

I "(’’+) sin(2n+l)tdt((x, t)- S) sin t

(n--+ c),

I ((x, t)- S) sin (2_n / 1)t.dt
p(x, t)-S 1 tdt

/(.,+) t 2tl7
<

I(+)

=<-{+} .
Par suite, on obtient

lim (S(x)- S)-0.

Remarque. Au cas de -1, le thorme 1 est le critre de Dini.
Lemme. Soit f(x) e L(a, b) (p> 1) une fonction non ndgative

dans a<_x<_b.

Si l’on a O2l/q (1/p+l/q=l), l’int@rale

existe.



No. 9 Sur la convergence des sries de Fourier 863

En effet, on peut prendre a-0 sans perdre la gnralit. En
vertu de l’ingalit de HSlder, on a

I f(x)dx<{f:f(x)dx}{fx- dx}’X

D’aprs le thorme 1 et ce lemme, on obtient immdiatement le
thorme suivant.

Thorme 2.. Soit f(x) une fonction appartenant d L(-, )
(p> 1). Alors la sdrie de Fourier de f(x) converge vers f(x) presque
partout.

Remarque. Le thorme de Carleson est donc un cas special
(p-2) du thorme 2.

:. Nous donnons enfin une application de thorme 2.
Thorme 3. Soient f(x) e L( , 7), g(x) e Lq( 7, ) (p> 1,

1/p+1/q=1), (1) et
a2 g(x)-/,’:= (a; cos nx + b’ sin nx)

les sdries de Fourier de f(x) et de g(x) respectivement. On a alors
la sdrie de Fourier de f(x)g(x)

0o3 f(x)g(x)-z += (a cos nx+/ sin nx),

o

(4)

(5)

aoa + i
2 -,= {a(a’+ +a_)+b(b’+-b’_)}

(n=0, 1, 2, ...),
/_ aob’ + 1 b’-zq,=l {ak(b’+k + _k)-bk(a’+-a_)}

2

a’ a’ -b’_.- ,b_ )
Preuve. D’apr6s l’hypoth6se f(x)g(x) est

[-, ], et on a l’in6galit6

<= If(x) ]dx g(x) dx

Par suite, la srie de Fourier (3) est dfinie.
..}, on prend m>n. Par dfinition on a

__1 (f()-S())() eos g

+_1 S()() cos g

(n=l, 2, ...),

mesurable dans

Pour n e {0, 1, 2,

(n=O, 1,2, ...),
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S(x) -a +I,= (a cos kx+b sin kx).

En vertu de l’ingalit de HSlder, on a

(f(x)- S(x))g(x) cos nx dx

<= f(x)-S(x) Idx g(x) [qdx

D’aprs le thorme 2, on obtient

f(x)- S(x) Idx-O
Puisque l’on a

S(x) cos nx

on obtient

on a donc (4).

(6)

a0 cos nx + 1
2 -,= a(cos (n+ k)x + cos (n k)x)

+ b(sin (n + k)x- sin(n- k)x),

(6).

aoa’, + i
2 .=l{ak(a’,++a’._)+bk(b’,+-b’._k)}
+ 1 (f(x)- S(x))g(x) cos nx dx

(n=0, 1, 2, ...),

De mme nous obtenons (5).
Corollaire 1. Sous l’hypothse de thgorme 3, on obtient

1 f(x)g(x)dx aoa +,: (aa+ b,)

En effet, puisque 0- _f(x)g(x)dx’ en vertu de (4), on obtient

Corollaire 2. (Parseval) Soient f(x) e L( 7, 7) et (1) la srie
de Fourier de f(x). On a alors

1 Jl f(x)dx- a a b
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