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192. Sur les dveloppements orthogonaux dans L(p, q). I

Par D. Lass FERNANDEZ
Instituto de Matemtica, Universidade de Campinas,

Campinas, So Paulo, Brasil

(Comm. by Kinjir6 KUNU(I, M. J. A., Dec. 12, 1969)

1. Introduction. Soit L(p, q) un espace de Lorentz, dont les
fonctions sont definies sur le segment fini [a, b] et valeurs complexes.

Etant donn un systme orthonormal {00, 0, .., 0n, } pour

chaque f e L(p, q), nous poserons =o f(t)n(t)dt=(f ) et f=(f)
la suite des coeficients de Fourier/ de la fonction f.

Le but de cet article est d’indiquer quelques rsultats relatifs aux
dveloppements orthogonaux dans le cadre des espaces de Lorentz.
Le rsultat principal est le suivant.

Thorme A. Pour que l’oprateur F(f)= f, vrifie la condition

F: L(p, q)-l(p’, q)

il faut et il suffit qu’dtant donnde c e l(p, q’) il existe une fonction
f e L(p’, q’) telle que c--f de telle fafon que l’opdrateur F(c) f vdrifie
la condition

F l(p, q’)-L(p’, q’).
(nous utilisons la flche-pour indiquer la continuitd d’une application
linaire d’un espace de Lorentz dans un autre).

Dans cette note nous suivrons la terminologie et les proprits des
espaces de Lorentz d’apris Oklander [5].

2. Series orthogonales dans L(p, q). Considrons la matrice

2.0(1) (T) (a) (i, ]-0, 1, ...)
off les a sont des hombres r6eles et supposons que

(i) liman=0,

2.0(2) (ii) lim(lax[+la.l+...+la[)=C,
(iii) lira (at +a+ +an) 1.

Soit S l’espace vectoriel des suites S--(Sn)=(So, S,...).
2.1. D4finition. On dit que la transformation lin6aire d6finie

sur S par

1) Cette recherche rut partialement soustenue par la FAPESP (Fundao
de Amparo t Pesquisa do Estado de Sto Paulo--Brasil). Elle a t dveloppe
pendant le sjour de l’auteur l’Instituto de Matemtica, Universidad Nacional
del Sur (Argentina).
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T(s)-a =(a3--

est la T-transformation de S dtermine par la matrice (T). Si la
suite (a) est convergente on dit que la suite (s) est T-somable.

I1 est bien connu que si ss, alors aa-s.
2.2. Dfinition. On dit que la transformation

K{(s, t)- ,ai O;(s) (t)
=0

d6termin6e par la matrice (T), est la T-transformation du noyau

O(s)(t) du systme orthonormal . Nous supposons que

D’un autre e6t, on a

a--a(f s)-fK(s, t)f(t)dt.

2.. Thorme. Soit X un espace de Banach intermddiaire entre
L et L,

s-s(f t)-- (t)(f ) et a,(f t)- a,s(f ;t)
=0 =0

alors

a" XX.
Dmonstration. I1 suffit de montrer que
(i) a," LI-L et (ii) a," L-L.

Pour cela soit f e L; alors: a(t) dt -:::K(t, s) f(s)dsldt _: If(s), (: K(s, t) dr)
Soit maintenant f e L; alors

[o’l <_ IK(t,s)l

2.4. Proposition. Soit l_p< c, l_q< c. Supposons que
[[ai[[pq_C, i=0, 1,..., et soit (c,) telle que Cn--O et

ni

k=l

Alors . CnOn L(p, q).)
Dmonstration. Comme [Iq[IpqgC, i-O, 1, ..., il existe une suite

partielle (a) extraite de (a,) qui converge faiblement vers f e L(p, q).
Donc

2.4(1) li_m: a(t)(t)dt :f(t) (t) dr,

d’autre part, on a
2)

--(f[n).

L’emploi de la lettre C est rserv pour dsigner des constantes.
La notation F, CnOn e L(p,q) indique l’existence de f e L(p,q), telle que cn
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2.4(2)

En remplaqant 2.4(2) dans 2.4(1) et en utilisant 2.0(2), on obtient
C=(fln) et la dmonstration est termine.

Nous avons utiliser le lemme suivant.
2.. Proposition. Soit f e L(p, q), lp etlq. Posons

tt+

l/

2.5(1) f(t)--k f(u)du (f(u)-O, si u>b)

alors
2.5(2) f flpO.

Dmonstration. Supposons d’abord que f est borne, If[ M;

thorme bien connu il existe une fonction .[ f(s)ds, que ad’aprs un

pour drive f(t), p.p. De cette aon f(t) est convergente, p.p., vers

f(t). Alors, on

f(t)--f() O, p.p. et f()--f(t)*O.4

Donc, par le thorme de Lebesgue, on a
2.5(3) [f--f[[O.Soit maintenant f non borne posons

g(M)(t)__ f(t), si f(t)] M,
t0, sinon.

Alors, si ,>0 et M>MO(e), on a

D’autre part
f f l] f g() + g(n) f e + g(’ gn) + gn) f

g() 6rant born6e posons

+=f--g) et +-f-- g()
alors

(u):f:()K(U--)d
oil

si s e [0, l/k],
K(s)- O, sinon

donc, par (6) (th. 2.6), on a

et le lemme est dmontr.
2.5. Proposition. Si CnOn e L(p, q), l__p c et lgq, on a

lim a-- an I]q- 0.

D4monstration. Par 2.3, nous avons

2.6(1)
liar(f)-- 6(g) llPq g Cll f g IPq"

4) h* denote le rarrangement non-croissant de h, voir [1] ou [5].
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t+I/
Etant donne la fonction f soit g(t)-k f(u)du, alors d’aprs 2.5

la suite (g) converge fortement vers f. Considerons l’ingalit
2.6(2)

En utilisant 2.6(1), on voit que si k, alors
]6(f)--a(g) lqO et ]an(f)--an(g) ]qO.

On a aussi
2.6(3) I]a(g)--an(g)qO si m,n.
Comme g est borne, alors g e L, donc

par l’ingalit de Bessel et par les conditions 2.0(2). Donc

I: a(g)--an(g),dt

si, m, nMO() ainsi saul sur un t-ensemble E de mesure, on a

donc

Cela dmontre 2.6(3) et par consequent 2.6(2) tend vers zro.
2.7. Proposition. Si S(f)- C,On e L(p, q), 1Kp et 1Kq
; ona

D4monstration. Par 2.8, on a
qm--qnpqO

il existe donc F e L telle que

et alors

off g e L(p’, q’). En posant g-, ]-0, 1, ..., il vient

Par consequent f--F, p.p., et la proposition est dmontre.


