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1. Introduction. Le systme axiomatique de la thorie des
ensembles sur lequel sont bases nos considerations est celui de
Zermelo-Fraenkel, sans, videmment, l’Axiome du Choix. Quels que
soient les ensembles X et Y, p(X) dsigne l’ensemble des parties finies
de X; XY signifie qu’il y a une fonction injective de X dans Y;
XY signifie que X et Y sont quipotents. La ngation de XY sera
dsigne par XY. Le but de cette note est de dmontrer que la
proposition suivante quivaut au thorme de Zermelo" Quels que
soient les ensembles infinis A et B, si p(A) p(B) et A B, alors A B.

2. Les considerations suivantes se trouvent dans [3] (voir aussi
[4]). Nous allons donner une esquisse de la construction de l’ensemble
H, introduit par M. E. Farah.

Soit E un ensemble non vide et 9 l’ensemble des bons ordres sur
des parties de E. Pour chaque w e/2, E dsigne la partie de E sur
laquelle w est un bon ordre. Dans /2 on considre la relation
d’quivalence" w--w2 (mod. R) si et seulement si

E. Soint H l’ensemble quocient de /2 par la relation R, et consid-
rons, sur H, l’ordre suivant" u<_ v (u, v e H) si et seulement s’il y a
une application strictement croissante de E, dans E, off w e u et
w2 e v, telle que l’image de tout segment de E, est un segment de E.
(Cette dfinition ne dpend pas du choix des lments
appartenant, respectivement, u et v.) L’ensemble H est bien ordonn
par l’ordre u_< v ([3], thorme 2, page 43); en outre, il n’y a pas une
fonction injective g de H dans E, avec g(H)=/=E ([3], page 57).

Nous allons faire appel au thorme de Bernstein-Cantor ([5],
page 92) et au lemme suivant, dfi M. Tarski"

Lemme. Soient X et Y deux ensembles disjoints, le premier
bien ordonnd, qui verifient XYXY. Alors X est quipotent
une pattie de Y, ou bien, Y est dquipotent une pattie de X ([6]).

3. Considrons, maintenant, la proposition ennonce au 1, c’est
dire, la proposition (I)" Quels que soient les ensembles infinis A et

B, si p(A) p(B) et A B, alors A B.
Or, si l’on admet le thorme de Zermelo, et donc l’Axiome du

Choix, on a, pour tout ensemble infini A, p(A)A; par consequent (I)
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est verifi6e.
Supposons, maintenant, que la proposition (I) soit satisfaite et

montrons que si M est un ensemble quelconque, M peut 6tre bien
ordonn6. En supposant M:/:) (le cas M=) est tout fait trivial)
prenons E--NxM, D=NXHX{t} et F--NxEx{2}, o N dsigne
l’ensemble des nombres entiers positifs. Or, l’ensemble D peut 6tre
bien ordonn6 parce que H et N sont bien ordonn6s en outre D F=)

et DF, car HE (on remarquera que NXEE). Cela pos6, con-
sid6rons un ensemble quelconque X e p(DxF) et posons X’--{a e D
({a} X F) X=/:)}. L’ensemble X’ appartient p(D) et peut donc
s’6crire, pour X’:/:), X’={a,,..., a}, oh r est un nombre entier, r>_l,
et a<. <a. L’application de p(D x F) dans p(NX D U NX F) qui
associe l’ensemble ) l’ensemble ) et associe l’ensemble non vide X,
l’ensemble

(X)-)[{(i, a)} [2 {(i, b) l(a, b) e X}] est injective.

D’ailleurs, en cons6quence de (I) et du fair qu’on a D UFDxF,
NXD D et NXF F, il s’ensuit que D U F D x F.

Par le lemme ennonc6 ci-dessus, l’ensemble F est 6quipotent une
partie de D. Donc, M peut 6tre bien ordonn6.

Remarque. En utilisant cette m6me m6thode on peut d6montrer
que quelques autres propositions concernant les parties finies des
ensembles, comme par example celle ci-dessous, sont 6quivalentes au
th6or6me de Zermelo.

Proposition. Quels que soient les ensembles infinis A et B, si A
est bien ordonng, alors p(A U B) p(A) J p(B) ([1]).
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