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Remarque sur les noyaux de convolution
associd d rsolvante

Par Masayuki IT6
Institut Math6matique d’Universit6 de Nagoya

(Comm. by Kinjir8 KUNOI, M. ft. A., March 12, 1971)

1. Introduction et prliminaires. Soit X un groupe ablien
localement compact, et dsignons par dx sa mesure de Haar. Rappelons
qu’un noyau de convolution N sur X est une mesure de Radon positive
dans X. On note C l’espace des onctions numriques, continues dans
X, support compact, et muni de la topologie usuelle. Son sous-
ensemble des onctions non-ngatives est dsign par C. Pour une
fonction f de C, le potentiel de f par rapport au noyau Nest la con-
volution N.f

On dit que N satisfait au principe de domination (resp. au principe
complet du maximum) si, quelles que soient fet g de C,N.f(x)<_N.g(x)
(resp. N.f(x)N.g(x)+ 1) est satisfaite partout sur X ds qu’elle l’est
sur le support S(f) de f.

I1 est bien connu que le principe de domination pour N a trs
proche relation avec l’existence de la rsolvante (N)_0 telle que No=N.
Rappelons qu’une rsolvante (N) est une famille des noyaux de con-
volution sur X et qui satisfait/ la condition suivante"

Quels que soient p0 et q>_0, la convolution N.Nq a un sens et
on &

Np-- Nq-- (q-- p)Np.Nq. ( 1 )
On connait aussi que, pour un noyau de convolution N sur X, s’il

existe une rsolvante (N)>__0 avec No--N, elle est unique, et on dit ici
que N est un noyau de convolution associ rsolvante. Ce noyau
satisfait au principe de domination.

On dit finalement qu’une rsolvante (N,)0 est sous-markovienne

si, quel que soit p0, p.[dN_<_l. La sous-markovit de (Np) est qui-

valente au principe complet du maximum pour No.
Thorme I. Soien N e (Np)p_o un noyau de convolution associd

rdsolvane e la rdsolvante avec No-N, alors les trois dnoncds sui-
rants song quivalents"

(a) N saisfai$ au principe comple$ du maximum.

(b) Quel que soit pO,N.N a un sens.

(c) N es$ de type positif.
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On note N la symtricit de N, et N est de type positif si l’on a,
quelle que soit f de C, N.f.f(O)>=0, off f(x)-f(-x).

Dans l’autre note [2], on examine la rgularit des noyaux de
Dirichlet, et en gnralisant son rsultat, on obtiendra le thorme
suivant"

Thorme II. Soit N un noyau de convolution sur X associd
rgsolvante. S’il est absolument continu par rapport la mesure de
Haar, il existe alors une fonction G(x) semi-continue infgrieurement
dans X et telle que N=Gdx. En particulier, si N est de type positif,
on peut prendre une noyau-fonction G qui satisfai au principe de
continuitg.

Une noyau-fonction G sur X satisait au principe de continuit si,
quelle que soit une mesure de Radon positive dans X et support
compact, G.Z est finie et continue dans X ds que la restriction de G.
sur le support S(Z) de Zest finie et continue et que G.Z est borne.

2. Le thorme I et quelques corollaires. Montrons d’abord le

thorme I. Sous l’nonc (a), on a, quel que soit p0, p_[dNl,
et par suite, l’implication (a)@(b) est immdiatement obtenue. On
montra que (b) implique (a). Admettons que, quels que soient p q0,

N+ 1 e- 1 ((p-- q)N), (2)
p-q pq =o

off (.)=e est la mesure de Dirac l’origine et (.)+=(.)n.(.), et posons
1N,=(N,+,), ( 3

alors, quel que soit nun entier positif, la convolution (,) a un sens,
et on a

s +2(p-- q) p--q p--q

Nq+- 1 -s q+s ,(s-(p-q)*()*
p--q p--q

La s6rie ((p--q)N) est done eonvergente, et par suite, (p--q)

N 1, ear N est symetrique ar rapport l’origine (voir [1]). Naisant
qO, on obtient que (N) es sous-markovienne, d’o l’noneg (a).
Voyons ensuite que l’galitfi (2) a lieu. D’args l’ggalitg (1), on

(- q) Nq +
q
S (s- (-- q)N,)= s, ( )

e la eonvolution (N) est dfinie our tout rentier > 0. Nn utilisant
eneore l’galit (1), on a
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Nq + 1 e) ,(e- ((p q)Nq) + ) 1 ((p- q)N). ( 6 )
p--q p--q =

I1 en rsulte de l’galt (6) que la srie ((p-q)Np) converge. Posons

1N= (P-- q) o ((P-- q)N)n’ ( 7 )

alors, d’aprs le calcul lmentaire, on a, quel que soit r0,
N’q-N-(p--q)Nq.N--(p-r)N,N-(r-q)N’q.N, ( 8 )

et par suite, Nq--lim N=Nq, d’ofi l’galit (2).

Pour montrer l’implication (a)@(c), il suffit de voir que, quel que
soit p>0, N est de type positff, car pN est vaguement continue.
Pour une constante positive c, on a, quelle que soit f de C,

N, + ec ,f,f(O)- c N, +s ,f, ,+s ,f,(s-cN(,+))(O)

dx + II] (N,+ ),f(x--y)(c cIdN(,+,)f (N,+),fl

Paisan e, on arrive la conclusion que N est de type ositif.
Neiproquement, si N=No est de type positif, alors, d’aprs (1),

l’est aussi, et ar suite, [dNl, d’o l’imlieation (e)(a).

La dmonstration es ainsi complete.
Si X est compact, un noyau de convolution assoeig rsolvante

satisfai toujours au prineie eomplet du maximum, mais, dans le eas
o X n’es pas compact, on ne peu pas toujours l’armer. Par

exemle, darts la droite relle R,N-- as (aO) est un noyau de con-

volution assoei rsolvante, mais, N satisfait au rineie eomplet
du maximum si et seulement si ONaN 1.

Corollaire 1. Soit N oa de eovotiofX (o-eompaet)
et associd g rgsolvante. Si, quelle que soit fO de C}, la fonction
N.f(--x)/N.f(x) est bornge l’infini, N satisfait alors au principe
complet du maximum.

Soit (N)z0 la rsolvante avec N0=N, on a alors, quelles que soient

fet g de C,
N.f(x)N,g(- x)dx + .

D’aprs notre condition, il existe un compact K de X et une constante
positive C tels que N.f(--x)gCN.f(x) dans le complment de K, et
donc

N.f(-- x)N.f(-- x)dx +
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d’oh Np,Np a un sens.
Corollaire 2. Soit (Np) une rdsolvante, clots, elle est sous-

markovienne ou il existe un nombre positif Po tel que [dN,--/ ou

+ c p po ou q Po.d’accord ve 0

Si l’on a, our tout >0, gN<+, alors N,N a un sens, et

d’aprs notre th6orme, pfdNl. D’autre part, soit p0-sup {p>O;
dN= + }, alors, d’aprs la semi-continuit infrieure de pdN,Po

Vrifie videmment notre condition.
I1 est bien connu qu’un noyau de convolution N associ rsolvante

satisfait au principe du balayage (cf. [1]) c’est--dire, pour une mesure
de Radon positive Z dans X et support compact, et pour un ouvert
U de X, il existe une mesure de Radon positive dans X, porte par
U et telle que l’on air N,>N,’= dans X et N,z=N,z dans U.

D’aprs le corollaire 2, on peut montrer facilement que, quel que soit

UunouvertdeX,ddoul’onasup{d; U est an ouvert de X}
=+ dsque0.. La dmonstration du th4orme II. Soit (N)0 la rsolvante
avee N0=N. Si N est absolument eontinu par rapport la mesure de
Haar, alors N l’est aussi, ear NgN. On dsigne par G une densit4
de N par rapport la mesure de Haar. D’aprs l’4galit (1), on peut
erire

(I;
La fonetion G.G est bien dfinie dans X et semi-continue inf4rieure-

ment dans X. Posons G,-.[:G’q,G’qdq et G:[:G’q,G’qdq, alors, ils sont

semi-continue infrieurement dans X et on a N=Gdx et N--Gdx.
Montrons la deuxime partie. Soit une mesure de Radon posi-

tive dans X, support compact et telle que G,Z soit borne et sa re-
striction sur S(Z) soit finie et continue. Alors, quel que soit p0, G,Z
est aussi borne et sa restriction sur S() est finie et continue, car G,

=G,+.[:Gq,Gq,,adq, et G,, et .[:Gq,Gq,dq soar semi-continues

infrieurement dans X. La onction G,Z tant borne, on a

I: Gq*Gq*dq-PG*G*
partout darts X. G,V tant borne et G tant de L (cf. l’galit (2)),
pG,G,z est finie et continue dans X. D’autre part, d’aprs le the-
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orme de Dini, la famille (G,/D_0 converge uniformment vers 0 sur
S(/D avec p-c. Pour completer notre dmonstration, il suffit de voir
le lemme suivant"

Lemme. Soient N et G les mmes que ci-dessus. On suppose
encore que N s’annule l’infini. 1) Si, pour une mesure de Radon posi-
tive I2 dans X et support compact, G,[2 est borne dans X, on a alors
G,/(x)< sup G,/(y).

En effet, on obtient d’abord que G,l(x) tend vers 0 avec x-c,
car, si N:/:0, il existe une fonction f de C et telle que G,f(x) >= G,l(x)
dans un voisinage de S(/0, et alors, la mme ingalit a lieu dans X.
On peut supposer ensuite que k= sup G,I(y) est non-zro, et il suffit

de voir G,l(x)k presque partout dans X, car G,p est semi-continue
infrieurement. Supposons que cela n’a pas lieu, il existe alors une
fonction mesurable, non-ngative f(:/=0) dans X, support compact
et telle que

S(f) c {x e X G,[(x) > k}.
Soient F= {x e X; G,l(x)<= k} et (w)e une amille filtrante ganche
d’ouverts et avec w F, Mors il existe une mesure de Radon positive

dans X et telle que

S(’)F et limG,.d.- G,.d,

oh ’ est une mesure balaye de fdx sur w (voir la fin de la section 2).
On a

0 <G,lu(fdx-d,’)= limfG,lu(fdx-d,’.)-O,
car [dr=<l. Cela est une contradiction, d’ofi notre lemme

On remarque finalement que N(p 0) s’annule l’infini, qui rsulte
videmment de la sous-markovit de (N) et de l’galit (2).

R6f6rences

[1]

[2]

G. Choquet et J. Deny: Aspects linaires de la thorie du potentiel. C.R.
Acad. Sc. Paris, 250, 4260-4262 (1960).

M. It6" Sur la rgularit6 des noyaux de Dirichlet. ibid, 268, 867-868

(1969).

1) Cela signifie que, quelle que soit f de CK, limN.f(x)=O.


