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155. Les fonctions de Green pour certains op$rateurs
paraboliques dg$n$rs dans le demi.espace*

Par Norio SHIMAKURA

(Comm. by Kinjir.5 KUNUGI, M. $.A., Nov. 12, 1971)

1. Problme et rsultat. Soit 9 le demi-espace eucldien de
R+(n >= 1) dfini par /2 {(x, s) x 0 et s e R}. Nous considrons,
dans t, un oprateur diffrentiel elliptique L du second ordre de la
forme

Lv(x, s)= 1
3x

(1)3v v (x, s)-p--+ , bs
=1 8

o?a pet b(l__<]_<_n) sont des eonstantes rgetes. Nous nous bornerons
l’un des deux eas suivants"

Cas I. p=-I et b=... =b,=0;
Cas II. p< -3/2 et b, ..., b, sont arbitraires.

L est alors uniformment elliptique darts chaque compact de 9 et il d-
gnre partout sur x--0 darts routes les directions. Darts le Cas I, L
est formellement auto-adjoint.

Le problme initial qui nous intresse est le suivant"

%-- (t, x, s)+ Lu(t, x, s)=0, pour (t, x, s) e R+ 9, et,
( 2 )

u(O, x, s)=Uo(X, s) (donne), pour (x, s) e tO,
oh nous ajoutons, dans le Cas II, 1 condition de Dirichlet homogne

u(t, O, s)=0, pour (t, s) e R/ R. ( 3 )
Ce problme initial (2) dans le Cas I (ou (2)--(3) dans le Cas II) se r-
soud au moyen de semi-groupe dans le cadre de L(t9). Plus prcis-
ment, ralisons L comme oprateur ferm dans L((2) en fixant le domaine

D(L)= W((2), dans le Cas I, et
D(L)--W((2) Yl H0(/2), dans le Cas II, ( 4 )
o W(9)= {v(x, s) e H(9) xv(x, s) e H()}.

Alors, dans chacun des Cas I et II, --L engendre un semi-groupe de
contraction e-tL au sens de Hille-Yosida (voir [1] et [3]). Et, si

Uo e D(L), alors u(tx, 8):(e-tLUo)(X, 8) est la seule solution de (2) ((2)--(3)
resp.) dans ce cadre. Ce semi-groupe admet la representation par
noyau de sorte que

(e-tLUo) (X, 8)---f G(t x, y s--s’)uo(y, s’)dyds’, ( 5 )
J

*) Ce travail a t partiellement support. par une bourse de SakkokaL
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car L est / coefficients constants par rapport s. Nous appelons
G(t; x, y;s) la fonction de Green pour l’quation (2)((2)-(3) resp.).

Le but de cette note est de montrer la construction de G et d’tablir
les majorations de Get de see drives en (x, s) jusqu’ l’ordre 2.

Proposition 1. Si nous posons

sh(a$) -- \-h(at) ( 6
exp {--itb a --a(x + y)coth(at)},

alors la fonction G(t x, y s) est donnde par

G(t x, y; s)--(2)-f e’(t; x, y; a)da, ( 7
JR

oit b.a--ba+...+ba,a=/+a+...+anO et I__(z) est la
fonction de Bessel modifige d’ordre p-1 (voir Watson [4]).
Le thorme suivant est le rsultat principal de eette note.

Theoreme. Soient 0p__<2 et 1[21<=2. Alors, nous avons
IDD"G(t x, y; s)lCte, x-"--t-’-(’/)(A + t)"+(1/)

(t + 4-)(B+ t + /tA + Is]) .
exp. -e -+t(A+l)+ll

si 0< t<=l, oie c est une constante positive, A=(/-X-+/y) et
B=(J--# y ).

2. Demonstration de la proposition 1.

Posons, pour la solution u de (2)((2)-(3) resp.),

w(t, , a)=; dx e--’u(t, x, s)ds. (9)

Alors, w doit satisfaire l’quation diffrentielle
3w w
3t -+i($+a) 3 .+i(b.a--p)w=O, pour t>0 et (,a) e R+,

(10)
et w(0, $, a)=Wo($, a) (dfinie analoguement (9)).

Ic, nous avons utilis la condition (3) dans le Cas II pour garantir que
le membre droite de (10) est nul. Cette quation du premier ordre
est facilement rsolue le long du courbe caractristique. La conse-
quence est la suivante"

a (11)
oh (t, , a)= a$ch(at)--iash(at)

a. ch(at) + i$sh(at)
Et, la transformation rciproque de Fourier par rapport (, a) nous
donne finalement la ormule (6). Le calcul ormel jusqu’ici se justifie
dans le cadre de semi-groupe dans le 1. C.Q.F.D.

3. Demonstration du theoreme.
La onction de Bessel modifie I(z) a la representation intgrale
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(z / 2) /

(1-- 2)-1/2e-z.:d si Re. > 1 2.I(z)-
F( + 1/2)/- -Nous la substituons dans (6), et nous avons une nouvelle expression

de G"
1et’(t x, y a)--

F(-- p-- 1/2) (12)
+i

-/g(t )d,(1--)- x, y;a,
-1

oh a=l+a+ +a>O,

g(t;x,y;a,)=x-"-t exp
t (13t

[O(x, y , ) (2 +(x+ y)ch }sh , et -at.
Lorsque a parcourt R, a et parcourent les intervalles [1, ) et [t, )
respectivement. Mais, pour obtenir la dcroissance de G par rapport

s, il sera mieux de dformer le cycle d’intgration dans (7) dans le
domaine complexe de a.

Prenons un vecteur e0--(1/ n,..., 1/ n dans R du longueur 1
et un e>0 plus petit que 1/ n, et posons V,--{s e R; ]s/s]--eoe}.
Alors, V. est un cSne qui est un voisinage du demie-droite" s--eo
(0). Quel que soit s e R(sO), le point s vient dans V, aprs
une rotation convenable dans R. Doric, il suffit d’tablir l’ingalit
(8) pour s e V.. Nous supposons alors, ds maintenant, que s soit situ
dans V..
1re drape. Dans C par rapport a, nous prenons un cycle F
F F dont chaque F(1g]gn) est dfini par

F" a=v+ihv+ 1 (-v4+, 0h.l), (14)
n

off les constantes h seront choisies tout l’heure si petites que l’intg-
ration sur R soit gale celle sur F dans la formule (7).

Suivant (14), les quantits a et prennent des valeurs complexes,
posons

a=a’+ ia" et -’+i" (a’, a", ’ et ’ sont rels). (15)
Lorsque a parcourt F, a’ parcourt un intervalle [c’, ), oh

c’-L
n

On reprend, si ncessaire, les h 0 plus petites de sorte que le repport
["/’1 soit uniformment plus petit qu’un 1/2. Alors, la partie
relle de dans (13) a l’estimation suivante"

Ne. O(z, ; , )e ((1--[)A+B)(’+1)+-W+-l- (16)
 our + et B

o e est une eonstante qui ne dend que de . On estime galement
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les I3O/3xl et I3O/3x I, et nous avons

3"g-(t;x, y; a, ) =<Cte. (t + /) (. a’+1)’xt. Igl,

pour p=0,1 ou 2, (17)

a’
exp

Et, la transformation du cycle d’intgration de R F dans (7) est
maintenant justifie.
2me grape. Nous passons aux estimations de Get de ses drives.
(7) et (12) nous donnent

G(t x, y; s)-Cte, e’ da (1-2)-"-3/2g(t x, y; a, )d. (18)
F -1

Posons encore

Apr6s quelques changements de variables, l’int6grale de (19) est majo-
r6e finalement par une int6grale seulement par rapport a’"

(1,., Cte_x-"-’-t"-n-- ’’ (t + JxA)"

.ta’n+,-(a’+l)-,e-,da’, (20)

[oa 01= ((1--I t)A +B) (, + 1)+ + 1 ’ + t(’+ 1)
g dtee. Notre bu es de majorer les quantitgs

(19) implique, naturellement,

J., Cte. (1-)-o-/I,.,(t x, y; s, )d. (22)

Nous mettons dedans l’in4galit (20). I1 est permis de changer l’ordre
d’intgrations par rapport a’ et . Nous intgrons d’abord en "Cte. z-P-P-I-n-P-1I-(1/2)(A )p+(1/2)

(t + )e-oK.,
avec K.,= .a -(a +1) e- da. (23)

00= +lsl+t(A+l) et 0= B+ I+ta,+
t(a’+"

I1 nous ne reste qu’ majorer cette dernire K.,. La variable t est,
par hypothse, plus petite que 1, et la constante c’ l’est galement.
Nous partageons K., en deux parties"

K., K.,+K off et K.,.,, K.,= (24)

Ecrivons, pour simplicitY,

a=r,cB+lsl+t=X et cA_y.
t 2t

Alors, premirement,

(25)
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K.,=< Cte. (X+ y)-n- p-lzl exp (-- c"(X+ Y)), (26)
et K., est plus petite que K,, suivante. Pour estimer K,,, notons
que Y> 0 et que X>= c> 0. Ecrivons m au lieu de n+1/ I. Alors, nous
&vons

K. <= Cte.or- e-X Yrdr. (27)

Mais la dernire intgrale est majore par

un faeteur constant rs. (6) et (8) donnent finalement
K,Cte. t+(B+lsl+ t+)--. (29)

Nous substituons (29) dans (23), et nous obtenons l’ingalit dsire (8).
Le Thorme est ainsi dmontr. C.Q.F.D.

4. Noyau de poisson.
Soit p-3/2 dans ce paragraphe. Considrons le problme de

Dirichlet

pour t>0 et (x,s) e 9,

u(O, x, s)=O, pour (x, s) e 9, et (30)

u(t, O,s)=f(t,s) (donne), pour t>0 et s e R.
Plus prcisment, f(t, s) est une fonction donne, continue de t valeurs
dans H/2(R) et partout nulle sur t=0, et nous cherchons une u(t, x, s)
satisfaisante (30), fonction continue de t valeurs dans W(9) et une
lois diffrentiable de t valeurs dans L2(9). La solution u est unique
et admet la representation par noyau

J0 JRn

Nous appelons ce P(t;x,s) le noyau de Poisson pour ce problme de
Dirichlet (30).

Proposition 2. Si nous posons
x--P(t; x, a)- (::1)

(32)

alors le noyau P(t x, s) est donnd par

x,s)-(2=)- e’(t x,P(t )d6. (33)
JR

Et, nous avons les estimations suivantes

,DDP( x, s)Cte, x--(+)(+x+.s.)
(34)

exp {-c( +.s,+ )},
pour 0 p 2, 0 Z 2, o c est une constante positive.
Nous omettons la dmonstration qui est analogue celles de la propo-
sition i et du thorme. La relation entre P et 1 fonction de Green
G est
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P(t; x, s)= -(p+ 1)G(t; x, 0; s). (35)
5. Commentaires.

Le Thorme dmontr dans ce mmoire n’est qu’un rsultat
transitoire. L’auteur n’est pas certain si l’ingalit (8) soit la meilleure
possible ou non. I1 est probable qu’on aura besoin d’une consideration
plus fine, lorsqu’on essaye de construire les fonctions de Green pour
des oprateurs paraboliques du mme type de dgnressance mais
coefficients plus gnraux.

De route fagon, la forme de la fonction de Green est trs diffrente
de celles dans le cas non d4gn4r4. Rappelons-nous, par exemple, le
problme de Dirichlet pour l’quation de la chaleur. Comme il est
bien connu, la fonction de Green pour ce problme a t donne comme
la somme d’une solution lmentaire et une fonction compensatrice
suivant la condition aux limites. Mais, dans notre cas dgnr, on ne
peut pas sparer les deux choses. C’est la premiere difference.

Deuximement, dans la fonction de Green pour l’quation de la
chaleur, les quantits x, y, [sl et /- avaient les qualits presque gales
dans estimations des drives, tandis que, dans notre cas dgnr, les
quantits x, y, islet t elle-mme ont la mme force. Voyons le membre

droite de l’ingalit (8), il est homogne de degr --n-l-p--[/[ par
rapport (t, x, y, s) au facteur exponentiel prs. Mais, ceci n’est pas
du tout tonnant, parce que l’quation u/t+Lu--O est invariante,
saul le terme xu, par l’homothtie (t, x, s)-(2t, 2x, 2s) pour 20.

Un calcul pareil/ celui du 2 a t fair dans [2].
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