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164. Uber die Darstellungen einer endlichen Gruppe
durch reelle Kollineationen.

Von Keizo ASANO.
Mathematisches Institut, Kaiserliche Universitdt zu Osaka.
(Comm. by T. TAKAGI, M.LA., Dec. 12, 1933.)

Es sei 9 eine endliche Gruppe mit den Elementen H,, H,, ...... , Hy.
Es sei ¢p, o0 ein Faktorensystem in einem reellabgeschlossenen Korper
2, d.h. der h? Elemente aus £, welche den Gleichungen

@ P, qCPQ, R=CP, QRCQ. R (P, Q, R=Hy, H,, ...... , Hy)
geniigen. Dann ist
(2) 0’1'3, Q= Ll ’ Cp= 4 Cp,R-
CpqQ R
Ist ~ ungerade, so ist
Cp,@= BP&Q . (b=cp, Spe¥)
Opq

Also lduft die Darstellung von $ durch Kollineationen auf die Darstel-
lung von $ durch Matrizen hinaus.” Wir brauchen daher nur den
Fall zu betrachten, wo & gerade ist.

Es sei nun h gerade. Zwei Faktorensysteme cp, ¢ und ¢p, o heissen
einander assoziiert, wenn sich % Elemente kr aus £ so bestimmen lassen,
dass die Gleichungen

3) I, q=—Pke
kpq
erfillt sind. Die Klassen assoziierter Faktorensysteme bilden eine
multiplikative abelsche Gruppe M. Da cb =0 ist, folgt aus (2)

Cp,qQ

Es muss also

PQ
sein. Jede Klasse enthilt ein Faktorensystem von der Form

cp.o=(=1)""%  Daher ist MM eine endliche abelsche Gruppe vom

1) I Schur: Uber die Darstellungen der endlichen Gruppe durch gebrochene
lineare Substitutionen. Journal fiir Math. 127. (1904). 31.
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Typus (2,2, ...... ,2). Die Ordnung m von I liasst sich wie folgt
bestimmen.

Ist ¢p,o=(—1)""9 ein Faktorensystem, so bestehen nach (1) die A®
Gleichungen
4) ap,q+apg r=0ap,qrt0qr (mod 2),
oder
/ =1, 2, ...... h3
4 a‘iw+a [ SRREREE +a. EO 0d2 , ? y Ly ’ ’)
4) 101 T Q0o iqlq (my ) (q=h2, a;=0, +1
wenn man ap o in geeigneter Reihenfolge mit x; bezeichnet. Sind
cp,e=(—1)""? und ¢po=(—1)""9 assoziiert, so bestehen die Rela-
tionen
ap,q—ap,q=0p+tag—ape  (mod 2),
und umgekehrt. Es sei ! die Anzahl der verschiedenen Losungen mod.
2 von (4) und I’ die von der Gestalt

(5) Xi=0p q=0pt+ag—apg (mod 2).
Die gesuchte Zahl m ist gleich —ll,—
Herr 1. Schur hat in seiner Arbeit? gezeigt, dass der Rang der
Matrix (2;) gleich h?*—h ist und ihre Elementarteiler e, es, ...... s €y

welche grosser als 1 sind, das Invariantensystem des Multiplikators von
9 (im absoluten Sinne) bilden. Weil wir jetzt mod. 2 betrachten,
ist der Rang von (¢;) gleich h*—h—p, wo p die Anzahl der geraden
Zahlen unter ey, e, -..... , e, bedeutet. Das Gleichungssystem (4)” besitzt
ein Fundamentalsystem von h?—(h®*—h—p)=h+p Losungen. Also ist

h
l=2"**, Wie leicht einzusehen, ist l’=—?—”—, wo 1”7 die Anzahl der

Loésungen ap mod. 2 von

ap+aQ—apQEO (mod 2)
bedeutet. [!” ist nichts anderes als die Anzahl der reellen linearen
Charaktere von . Sind ¢, &, ...... , €4 die Invarianten der abelschen
Gruppe 9/€, wo € die Kommutatorgruppe von § bedeutet, und ist o
die Anzahl der geraden Zahlen unter ihnen, so ist ersichtlich I”=2°,
also I'=2"°, Die gesuchte Zahl ist

l
m=—=2°,
l/

2) I Schur: aa.0. 33.
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Es seien K, K, ...... , K, (v=p+0) die Basiselemente von M, und
" Q=(-—1)“‘1§.’ Q@ sei ein Faktorensystem aus K;. Es sei ferner U eine
zu MM isomorphe abelsche Gruppe und A; das zu K; entsprechende
Element von 2. Setzt man

(1)

Apo=APoqPa A% (P Q=H, H, ... H)
und bildet man eine Gruppe & von der Ordnung mh mit den Elementen
AGp durch die Festsetzung
AGp=GpA (AeB®), GpGe=Ap oGrq,
so ist @ eine Darstellungsgruppe in diesem Fall und die Darstellungen

von § durch reelle Kollineationen sind auf die Darstellungen von &
durch reelle Matrizen reduziert.®

3) Vgl K. Asano und K. Shoda: Zur Theorie der Darstellungen einer endlichen
Gruppe durch Kollineationen, erscheint demnichst in Japanese Journal of Mathematics.



