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PAPERS COMMUNICATED

174. Verscharfung des Thue-Siegelschen Satzes uber
die Approximation algebraischer Zahlen.

Von Sigekatu KURODA.
Tokyo Higher Normal School for Girls.
(Comm. by T. TAKAGI, M.LA., Dec. 12, 1934.)

Wohlbekannt ist, dass fiir eine algebraische Zahl ¢ vom Grade n=>2
die diophantische Ungleichung

@ [0—_{< >0
nur endlich viele ganze rationale Losungen x, ¥ hat, wenn

1. #=%+1+6, >0 (Thue®) ,
2. p#= Min
1<s<n-1\ 8+1

Diese Ergebnisse lassen sich nun verschiarfen. In der Tat, wir konnen
beweisen, dass mit #=2+6, 6 =0 dieselbe Behauptung schon giiltig ist.
Dabei diirfen wir annehmen, dass ¢ ganz sei.

1
Es sei k eine natiirliche Zahl, die g=2+6> (%) k41 erfillt, und

(2 YE —

@  e=n—( 2) 1>0.

Es sei 7 eine natiirliche, 8 eine reelle Zahl, und
3) m<r,
@  0<s< % ,

+s)+6, 6>0 (Siegel?) .

8
(6) kn

Ist ferner m—[( n+8> 1)] so ist

(6) m+r£<n;8)"'rg<l+ kn)(n)kr<m',

>k +8#<Z

1) A. Thue: Om en generel i store hele tal ul¢sbar ligning. Skrifter udgivne af
Videnskabs-Selskabet i Christiania (1908).

2) C. Siegel: Approximation algebraischer Zahlen. Math. Zeitschr. 10 (1921),
178-213. Vgl hierzu auch E. Landau, Vorlesungen iiber Zahlentheorie, III (1927), Kap.
2, ¢4, 37-65.
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k__ n+d _ =
7 2(m +r+ 1) —nrk > 2( > )rk nrt=_3ark .
Wir betrachten nun alle ganzzahligen Polynome von k+ 1 Variablen

mtr mtr 1 o o B
Pi;x, -, @) =Ple; 2,)=2- -2 33 B o' --- 2%,

@=0  &=08=0
wovon jeder Koeffizient absolut eine feste natiirliche Zahl a nicht {iber-
steigt. Im ganzen gibt es N=(2a+1)%™**V* verschiedene Polynome
dieser Art. Wenn bei jedem dieser Polynome P(z; x.)
1 1 a)\l+----+lk
T om 5@ %)

: *0Xy- - - 0%
AXx=0,1,--..,7r—1 (x=1, ...., k),
gesetzt wird, so gilt fiir jede Konjugierte &#, (v=1, ...., n) von &

® IPAI....Ak(lyv; Py ey 19v)l<a01"+’=t,
wobei ¢;, wie nachher ¢, ¢, ----, eine nur von k, 8 und ¢ aber nicht
von r abhingige natiirliche Zahl ist.

Es seien &, fir v=1, . ..., r; reell und das Paar ¢, und &y, fiir
v=r+1, ...., r+7; konjugiert komplex. Werden fir 2,=0,1,.--.,r—1
Py (8 ) fur v=1, ..., m,
e RP,..a (v B fur v=r+1, ..., i+,
SPa...a (0 &) fir v=ri+r+l, ..., 1 +2n

By 2z x)=

Opeeees

)] Tv

gesetzt, so entspricht jedem der N Polynome P das System von nr*

[ @ I A . . o o . .
Zahlen 7,? k¥ die wir als Koordinaten eines ur*-dimensionalen

Raumes betrachten. Wegen |rf,Al """ A")\<t (nach (8) und (9)) liegen
unsere N Polynome innerhalb eines Wiirfels mit der Kante 2t. Wir

zerfallen ihn in (3t)”’k kongruente Teilwiirfel mit der Kante —2i=3.

3t 38
Alsdann ergibt sich aus (6) und (8)
(10) (3t)nr" < anrk(gcl)nrk(m+r) < a'nr"cznrk-nr = al'm""cg"""l .
Weil wir mehr als a2™++0" Polynome haben, so gibt es sicherlich mehr

Polynome als Teilwiirfel, wenn nur
a2(m+r+l)k > a,nrl‘cgk'*'l s az(m+r+l)k—'urk > C§k+1 .

1 r
Nach (7) ist dies natiirlich erfiillt, wenn a=([c3¥]+1)" > ¢;°. Alsdann
gehoren mindestens einem Teilwiirfel zwei unserer Polynome P*(z; )

und P**(z; z,). Wir setzen nun
m+ mtr 1

(11) Rz m)=P*—P**=31....5] S1by ottt .- -252.

o;=0 ¢;.=0 =0
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Das Polynom R hat die folgenden Eigenschaften :
1. Es gibt fiir alle Koeffizienten b von R(z; z.) ein ¢; derart, dass
lb,l,_,_,k,|<cf sind.

1
In der Tat ist |b|<2a=2([c;s* ]+1) <cj.
k
2. R(z; x,) ist durch I_Il(a:,,—z?)' teilbar.

Da wegen (11) und (9) |Ry.... (8 H)[<1 fiir =0, 1, ...,
r—1 (x=1, ....,k) sind und ¢ ganz algebraisch ist, so ergibt sich
Ry,..2(8; 9)=0, was 2. bestitigt.

8. R(z;z,) hingt wirklich von 2, 3, --- -, & ab.

Denn R(z; xz.) verschwindet natiirlich nicht identisch. Ké&me erstens
z in R nicht vor, so ware R(z; z.)=R(&; x.) durch (x;—3)", also durch
J@@)" (f(xx) bezeichnet das zu ¢ zugehorigen irreduziblen Polynom) teilbar,
also wire m+r=> nr, was widerspricht gegen (6). Kime zweitens in
R irgendein z,. nicht vor, dann miisste R(&; x,) wegen 2. identisch ver-
schwinden ; daraus folgte, dass ¢ rational ist.

4. Sind |#—ax|<1 (=1, ...., k), |8—2]|<1, so gibt es ein ¢s
derart, dass fiir alle nicht negativen 2, <r gilt

k
| Boy .., (e5 )| < Max (11|~ |7, |8 —2]).

Dies ergibt sich aus 2. durch leichte Abschitzung.
5. Wenn fiir ganze rationale hy, ¢« 4 0) (x=0,1, -..., k)

Rap..a(fo; h")=|=0, l&—h" <1
) . O G ax
ist, so ist
k h r-Au hl)
1<cjagr- .- Max( 11 |9 — e |77, g o ),
*=1 qx do

Dies folgt unmittelbar aus 4.
6. Es seien s, sy, - - - -, 5 beliebige rationale Zahlen. Dann gibt es
k Zahlen A,=2,(9, 8, r, S, Sy, - - - -, 8;) derart, dass
Ry . .2(8;8)F0 und O <¥r+n
ist. (Wegen (3) und (4) sind 2, < dr+n<<r).
Denn R(z; x.) kann wegen 3. so geschriecben werden, dass

R(z; %)= (g1(x)z + go(1) )x;g- .- -x:9‘+S(z ; %)

a_o o0
ist, wobei S(z; z,) kein Glied der Gestalt x,%-.-.2;* enthilt und g(x;)
und go(r;) beziiglich des Korpers der rationalen Zahlen linear unab-
héngig sind:
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d(x) =] go(x1) G1(21) =+0.
golay)  giy)
Indem man das Polynom
T(z; 2.) =G R(z; 7.)— ga(ay) ail R@z; 2.)

=4t .k + Ule; )
betrachtet, ersieht man, dass 4(x;) durch (x;—3)", also durch f(z,)"?!
teilbar und dass es ein von s; abhiingiges 7; gibt derart, dass 47(s)) ==0,
0< < 8ér+n—1 ist. Wenn man ferner T 7;-mal nach z, differenziert,
so sieht man ein, dass es ein von s, und s; abhédngiges 2, gibt derart, dass
0 i< ér+n, Bi.o......o(8; 81, %3, - - -+, 2) F=0 ist. Indem wir dies

Verfahlen k-mal wiederholen, ldsst sich 6. vollstindig beweisen.

Nun sei vorausgesetzt: (1) habe unendlich viele Losungen mit
(x, ¥)=1. Wir wihlen k Lésungen x=h,, y=q, 0) (x=1, ...., k),
wovon die k-te: x=h;, y=4q; mit der Eigenschaft

N3
(12) et a<aqt .
Wir nehmen noch eine andere Lésung x=h, y=q, und dazu r so dass

ag mrl<s, 1) G<ao<dgh.

Fir dies r und k./g.=s, (=0, 1, ---., k) sind das Polynom R(z; z,)
und 2, wie in 6. beschaffen. Deshalb folgte aus (1) und 5.

1 <c5qogi"*"- - - -q&"" Max (NI’:IIq;""“v-’, %").
Da ferner nach 6. und (6)

m+r—pr+ pd, <nr—pr+pdr+n) <<nr
ist, so wiirde nach (12), (14), (6), (2), (13) und (5)

%r+m+r—l’~r+l’-lk ir+m+r)

1 <Max (gogz , B Pt

1+ S rimir—prdpdy  A-pir+ S rtmer
<Max (g ¢ » Ok 4 )

r+l+f}r+m+r—ur+ulk

=4k

1
< q;+1+%r+(1+_k% )(—;i)vk‘r—;lr+u(6r+n)

1 1
g SRV ) e (G () o)
e

g =g <,
was sicherlich unméglich ist.



