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101. Uber die Algebren iiber einem Korper
von der Primzahlcharakteristik.

Von Tadasi NAKAYAMA.
Mathematisches Institut der Kaiserlichen Universitit zu Osaka.
(Comm. by T. TAKAGI, M.I.A., Oct. 12, 1935.)

Es sei K ein Korper von der Primzahlcharakteristik » und U eine
normale einfache Algebra iiber K, deren Index eine Polenz von p ist.
Wir beweisen

1. A besitzt stets Zerfillungskorper endlichen Grades, der wvoll-
stindig zweiter Art iber K ist. Insbesondere: 1’. Ist K wollkommen,
so muss A~ K sein.P

2. Ist der Grad (K*"':K) wvon K* ' iber K endlich und zwar
gleich p™, so ist die m-te Potenz des Exponenten von U durch ihren
Index teilbar, wo K” * nach Steinitz® den Korper bedeutet, der aus
den pi-ten Wurzeln aller Elemente von K besteht.

3. It (K* :K )=p, so ist der Exponent von A gleich threm
Index und die zu A dhnliche Divisionsalgebra besitzt einen maximalen
Unterkorper, der vollstindig von zweiter Art iber K ist.

Beweis: Es gibt nach Albert, Kéthe, Noether, Zorn® einen galois-
schen Zerfillungskorper L erster Art von 2. Dann lasst sich die
Algebrenklasse von 2 als ein verschrinktes Produkt darstellen :

A~(ag s, LIK, ),
wo ®& die galoissche Gruppe von L/K bedeutet.

Es gilt nun LI\K"_1=K, da K"_I/K keinen separablen Zwischen-
korper besitzt. Es ist also (LK? ' :K? )=(L:K) und man kann &
als die galoissche Gruppe von LK*"'/K*™ betrachten. In diesem Sinne
gilt bekanntlich

Uyt~ (ap,s, LK /K", ®).

Hier ist aber LK? ‘=L . Denn, wenn man zu jedem Element z von
L seine (eindeutig bestimmte) p-te Wurzel zuordnet, so erhidlt man
einen Isomorphismus von L mit L?", und dabei entspricht K zu K*
Also ist (L7 :K* )=(L:K). Da aber (L:K)=(LK* ':K*") ist, so
muss L*'=LK*" sein, da LSL*" und K*'SL* ", also LK* 'SL*
ist. Daher gilt
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A, ot~ (r,s L7 /K, ©).

Wie man leicht sieht, kann man nun den obigen Isomorphismus von
LF" auf L zum Isomorphismus® von (az,s L? /K*,®) auf (ags,
L/K,®) erweitern®’ Da aber A?~(a% s, L/K,®) ist, so sind die
Indizen bzw. Exponenten von A, ,-1 und A”, also allgemein die Indizen
bzw. Exponenten von % _,-» und A*” zueinander gleich.

Bedeutet p® bzw. p® den Index bzw. den Exponenten von U (a=0>0),®
so gilt %pr—b~K”_b, da A*° zerfillt. Es gibt also einen Unterkérper
K’ von K*° derart, dass K’ iiber K endlich ist, und dass Ay zerfillt.

Da aber K'/K ersichtlich vollstindig von zweiter Art ist, so ist die
Behauptung 1 bewiesen.

Ist K* /K endlich und zwar (K? ' :K)=p", so gilt bekanntlich
pr=(K* P :K*7) fiir jedes i. Also ist (K* ":K)=p"™. Da aber
K*™ ein Zerfillungskoérper von U ist, so muss ™ durch den Index p*
teilbar sein. Damit ist 2 bewiesen.

Es sei schliesslich (K"_I:K )=p, nimlich »=1. Dann ist p® durch
p° teilbar, also p*=p® Daher ist K?°=K?® ersichtlich ein maximaler
Unterkorper der zu ¥ dhnlichen Divisionsalgebra. Damit ist 8 bewiesen.

4) Dabei bedeutet der Isomorphismus nicht Operatorisomorphismus.

5) Man bemerke, dass pv zE =(pv'z)E (ze L, Re®) ist.

6) Dass der Index einer Algebrenklasse durch ihren Exponent teilbar ist, wurde
von R. Brauer erstens fiir Algebrenklassen iiber vollkommenen Korpern bewiesen.
Aber dasselbe gilt auch fir Algebrenklassen iiber unvollkommenen K¢rpern, da sie,
wie oben angegeben, stets als verschrinkte Produkte dargestellt werden. Vgl. hierzu
die in der Anmerkung 1) zitierte Arbeit von A. Albert.



