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Die Geometrie des Integrals

I(a,axx /2bax /c) dt.

Von Shisanji HOKARI.
Geometrisches Seminar, Hokkaido Kaiserliche Universit, Sapporo.

(Comm. by S. KAKEYA, i..A., Oct. 12, 1936.)

Herr Prof. E. Cartan) hat neulich die Geometrie des Integrals

IF(, y, y’, y")dz gegeniiber Gruppe Beriihrungstransforma-der aller

tionen der Ebene entwickelt. Allein seine Methode ist nicht auf die
allgemeine n-dimensionale Mannigfaltigkeit anwendbar, in der die Grund-

legung der Geometrie des Integrals F(x, z’, dt sehr schwer ist. Da-
her ist dieses Problem noch ungelSst. Kiirzlich jedoch hat Herr Prof.
A. Kawaguchi) den speziellen Fall, in dem die Potenz F in bezug auf

" linear ist, behandelt. In dieser Arbeit mSchte ich mich mit dem

1. :]:n d z]]n Kwgch:hn Mnng]tkt4>, wo d
Potenz F aa#x x +2bax’’+c ist, wird das Integral

(1) s= (aa"x’’+2baz’’+c)-dt

auf jeder in ihr enthaltenen Kurve x=x(t) (i= 1, 2, n) als Bogen-
l(nge erklxt und s als Invariante definiert. Damit die Bogenlinge s
bei der Transformation vom Parameter t sich nicht verindert, miissen
die a, b undc den folgenden Bedingungen geniigens-

(2) ax’(a#x"+b) O,

(3)

p(aaz"z’’-{- 2bax -t- c),

a a usw.wobei a--

Aus (2) ergibt sich a’=0 oder a’’/b 0. Im letzteren Falle

kSnnen wit das gegebene Integral in dt umformen. Dieses abet
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hilt nicht x"* in sich. Deshalb schliessen wir den Fall aus, dass ax"+
b-O ist" also folgt immer a,x’=O.

Weiterhin erhalten wir aus (3) die drei folgenden Gleichungs-
systeme

(4) (aa)(),x’ (p 4)aa
(5) (aib)(mx" (p- 2)ab
(6)

Aus (4) und (5)entnehmen wir

(7) a()x’ (--2)a,, b(D,x,’=Pb
2

d.h. die Punktionen , b bw. e sind in den

ter, -ter bw. -ter Dimension.. Wit k6nnen ohne Sehwierigkeit die Neiehungen

(8) d=Aa
(9) b b+-

i der Transformation rhnen, woi A-Bz und

sind. Infolge (8) win wit, d a die Bestimmungs-xax
zahlen eines Vektors sin& A Gnd von (8), (9)und (10) hahn
wit aueh die iden Skalen a’’+b, c-. Die letztere hn
nut von und ’ ab und ist in den ’ homon yon p-ter Dimension.
Benutzend die Fktion , kSnnen wit allen homogenen GrSn in
den x" wohl die Vemehrung als aueh die Verminderung deren Grade
affihren. Wenn ar und e gleieh sind, veehwindet identiseh.
Da und ide Skalaren sind, m fdgt daraus, dass f=+(e)
aueh ein Skalar ist. Damit nun f reell i, mfisn wit entwer
e + 1 er e 1 tzen.

3. Die on erltene Funktion f spielt eine wiehtige Rolle
der Erklrung der Parllelfirtrang in uniter allgemeinen Mannig-
faltigkeit.

Um z Parallelrang zu gelangen, bilden wit zunet die
iden folgenden GrSn"

(2a(1)#- a#(l)X’’#T 2a(o)’#-b(-()(Di,
2

(12) = (- 1)f(i);

(a(.-(n (a(.(.- (n())x
b(n()+a(o)+a(o)()’e+a(D(o)

+a.o)(o)’" b(n(o)x’+ b(o)+ (e)(o)
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und y sind beide die Bestimmungszahlen je eines Vektors und ver-
indern sich bei der Transformation t-$* des Parameters $

+- -d dt* dt.3 dt.2

4. Schreiben wir der Kiirze halber G anstatt 2am-am, so sind
G die Bestimmungszahlen 2-ter Stufe, und die Determinante GI ist
im allgemeinen fiir p 0, 3 nicht gleich Null. So ergibt sich ein ein-
ziger kontravarianter Tensor G, so dass"

Wir erhalten dann aus (11)
(13) G x"+2A

2

Die Gleichungen (13) geben uns eine Grundiibertragung. A hingt nur
von x und x’ ab. Dazu ist diese Funktion in den ’ homogen yon

2-ter Dimension. Da A hSchstens x und x’ enthilt und (13) uns die
Grundiibertragung gibt, so diirfen wir setzen, dass alle GrSssen unserer
Mannigfaltigkeit nur yon x und x’ abhingig sind. Z.B. sind die
Bestimmungszahlen v eines kontravarianten Vektors die Funktionen von

und x’, d.h. v=v(x, x’).
Die Ubertragung lings der gegebenen Kurve und solche nach will-

kiirlicher Richtung werden ohne Schwierigkeit so gegeben, dass sie bei
der Transformation des Parameters t unabhingig sind, d.h.

(14) Jv dv
dt dt

(15) v
Av (15) ergeben sich die kovarianten Ableitungen"

g,,Dk():iv’v

Wenn wir b gleich c und 2p anstatt p annehmen, so ist die oben
erwihnte bertragung mit der Kawaguchischen vollstindig identisch.
Dann gilt der

Satz. Ein Integral (aa,vc"x’’+2bax’’+c)- dt sei gegeben. Wenn
die Determinante G] nicht gleich Null ist, so kSnnen wir eine Uber-
tragung unserer Mannigfaltigkeit, die als speziellen Fall die Kawa-
guchische Ubertragung enthiilt, geben.

5. Auf dieselbe Weise ergibt sich auch durch den Vektor y eine
lbertragung. Beziiglich dieser Tatsache mit allen seinen Einzelheiten
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kann man in der Kawaguchischen Arbeit, bei der die Potenz F in
bezug auf " linear ist, nachschlagen.

Zum Schlusse sei noch erwihnt, dass ich die Theorie auf die all-

gemeine Massbestimmung b d erweitern konnte, wobei ge-

setzt ist" a a,z’’


