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74. Die Geometrie des Integrals E(A,-x”‘+B)% dt.

Von Akitsugu KAWAGUCHI.
Geometrisches Seminar der Hokkaido Kaiserlichen Universitit, Sapporo.
(Comm. by S. KAKEYA, M.LA., Oct. 12, 1936.)

1. Neuerdings hat E. Cartan® die Invariantentheorie des Integrals
SF(ac, Y, ¥,y )dx gegeniiber der Gruppe aller Beriithrungstransforma-
tionen begriindet, welche von H. Hombu zu derselben des Integrals
jF(x, v, ¥,y ,y")dx erweitert worden ist.” Diese Theorie ist nichts
anderes als die Geometrie im zwei-dimensionalen Raume mit der allge-
meinen Metrik s=SFdx, aber wegen ihrer eingeschrinkten Methode kann

man sie, wie sie steht, zum mehr-dimensionalen Raume nicht verallge-
meinern. In der vorliegenden Arbeit mochte ich mich vom anderen
Standpunkte aus mit der Geometrie im n-dimensionalen Raume mit der

1
Metrik s=j(A;.v”"+B)7dt beschéftigen, indem man die Gruppe aller

Punkttransformationen zu Grund legt und die verschiedenen Uber-
tragungen sich als Grundbegriffe einfithren. A4; und B sind dabei diﬁ'ey-

?

enzierbare Funktionen von 2* sowie «%, und wir setzen 2= dx

dt’
”‘=% fir eine beliebige Kurve a*=a%(t), deren Linge durch das

1
Integral s=$(A,- /"1 B)»dt gegeben ist.®

2. Dafiir dass s von der Wahl des Parameters ¢ unabhéngig sein
soll, ist es notwendig und hinreichend, dass A; bzw. B homogen von
Dimension p—2 bzw. p in bezug auf 2 ist und A’*=0. A; ist ein
kovarianter Vektor, aber B ist kein Skalar. Es ergeben sich noch zwei
kovariante Vektoren, die aus dem Integral ohne weiteres bestimmt sind :

1) T,=-2& °F  0°F g9 °F _d oF  oF
t dt ox*  ox”’ *

X

’

T A2 ax”t dt ox®  oxt
setzend F’=A2"*+B. Voraussetzend p=0, %, und dass die Deter-

minante des Tensors Gy, =244 — A, nicht identisch verschwindet, geht
ein kontravarianter Vektor

@) #=— TG =2"+2I"

1) E. Cartan, Journal de Mathématique, (9) 15 (1936), S. 42-69.

2) H. Hombu, Proc. 12 (1936), S. 156-161.

8) Die Theorie wird hier nur rasch skizziert, und ich méchte sie nochmals anderswo
ausfiihrlich beschreiben.
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aus (1) hervor, wobei wir setzen

3) 2I'" = (24,2 — B,,))G*" , GuGh=0d}, Ag= 2;;4,: .
Der Index (z) bedeutet dabei die partielle Ableitung nach z%. (2) be-
stimmt die Grundiibertragung in der Mannigfaltigkeit K aller Linien-
elemente (z,x') :

4) ox't=dx't+ I'Gydxt
und auch die Ubertragung fiir beliebigen Vektor in K :

(5) wvt=dv'+ I'?',-,(,,)v"dx" + eijkv"b‘x’ k ,

. 1
wobei Cir= p%g{A wixto T Axaxpt @— 3)Aj(l)(k)}
1
+ (g—'_'(g))—z{Auj)'i' (»— 2)Aj(z)} fur p=3
= Gﬁ:(k){Az(j) +Aj(z)} fur p= 3.

¢ ist hierbei 1 oder 0. Ausser den Ubertragungsparametern I"* bildet
der Vektor'A,- die fundamentalen Grossen in unserer Theorie, und es
besteht 27*A;=B. Aus (5) folgen die kovarianten Ableitungen
ovt _ o ové
on'  ox’* oxd
I'isa, ist homogen von Dimension Null in bezug auf =z, fplglich
von der Wahl des Parameters ¢ unabhingig, und wir kennen Cijx”=
Ci*=0. Damit bleibt diese Ubertragung bei jeder Transformation
von t unverandert.

3. Trigt man ein Linienelement (z, 2') stets in der eigenen Richtung
im Sinne der Ubertragung parallel iiber, so entsteht eine Kurve, die
man eine geoddtische Linie nennt und die Differentialgleichungen

¢)) x+2I=0

erfillt. ll)ie geodatische Linie ist nicht eine extremale Kurve des Inte-
grals SFth sondern eine minimale Kurve, d.h. lings der Kurve ist

es immer F'=0, aber nicht umgekehrt.
4. Die Kriimmungstensoren der Ubertragung sind

6 wpi=

" ) L .
T+ Tiov®, Vivt= +eCipv* .

i _olE ol ; ;
Kz = T:;"L) - a—a;’k) + I Cyay— T »

i T i Vi
R =Kl +eKy"Coy,

4 i i i g ‘
®) Bijiit=Léxixan+e(Cianl T — oC-y

owi + Cinnanl & — LixixClii

+IawCin)

\ Pjii* = C¥icir— Cluniy+ CinilChi— CiiChc
zwischen denen die Beziehungen bestehen

VRt + Ko7 Bigi=0,

9) 12VuBiii+ ViR +ePiiiKiy =0,

2V imBiit +eViPini=0,  iPiii=0.
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Die Bedingungen Bj;'=R;;;‘=0 sind notwendig und hinreichend dafiir,
dass bei der geeigneten Koordinatentransformation die Gleichungen der
geoditischen Linien (7) in die Form 2*=0 tbergefiihrt werden kénnen.

1
Die Kurvenlidnge s reduziert sich dann in die Gestalt s=S(Aix”")_p_dt.

Wir kénnen auch den Equivalenzsatz beweisen und die normalen Koordi-
naten definieren.

5. Es ist schon bekannt,” dass

(10) DBy’ =3H, %" ‘3’

eine kovariante Differentiation eines Vektors ¢/ ist, setzend
Hik = Ai(k)_ Ak(i) s Lilk = -PIil(k) + Hik(l) ’
M= Auax’ — Aoyt + A+ A — By + Asjan® .
Wenn p=-1 und | H; |==0, dann erhalten wir aus (10)

(11) Drt= d”t 4 M+ LE
wobei

+ (L' + My )v*

M= TH'M;,  Lhi= o H'Ly,  HyH'=3
(11) kann mit Hilfe von (4) umgeschrieben werden :
(12) Do =00 ¢ (¥~ 2L+ L,
daraus kennen wir dass
(13) A¥;=M*—2L%, T

bei jeder Koordinatentransformation genau so wie 'Y, sich verindern.
Somit konnen wir die andere Ubertragung definieren :

(14) ovk=dv* + Ak (G )'U"d”i +ef f‘ijv"ﬁx”
wobei
-Q?ij" 3)2 l_(p 3)H* {Al(z)(1)+AJ(l)(z) (r— 3)Az(l)(1)}
+H: °(i){Al(i)+ (r— 2)Ai(l)}J fir p=+3
=H !‘-lq){Az(i)“‘ Ai(l)} fir p=3,

fur die die Krimmungstensoren auch ausberechnet werden konnen.
6. Betrachten wir die Mannigfaltigkeit K aller Linienelemente

zweiter Ordnung (x, «, #”’) und setzen voraus, dass p=% und | Hy, | ==0,
dann ergeben sich die Grundiibertragungen fiirr ¢ und '
(15) Dxi=dx*+Cida’, Dy'i=dx'*+2C%da’” + Dida?
wihrend
(‘gﬁ, = M{‘, + Lf‘ux”l , @f_,= N?,k(,-)x”’x”k + Mfk(,-)x"" + H(j) ’

1) A. Kawaguchi, Proc. 12 (1936), S. 146-151.
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; 1 15 1 ryinf 9Aij i 0By oB
N:z —_ _Hk‘lH s Pk — _sz( ) x/] l__ (2) //l ).
"3 e 3 aat ot + ox’ )

Die Kurve, die die Differentialgleichungen %1=0 erfiillt, ist eine

1
minimale Kurve des Integrals jF?dt, aber nicht umgekehrt. Die Dif-

%

ferentialgleichungen =0 geben uns das System von extremalen

Kurven des Integrals, und umgekehrt jede extremale Kurve erfiillt die
Gleichungen.
Das Differential

(16) Dv*=dv* + 2L{‘j,;’0id$/ g + (M !‘i(j) + Lf‘;«,-)x’ ")v‘da:"
definiert eine Ubertragung, aber diese Ubertragung ist von der Wahl
des Parameters ¢ abhingig. Unter der Voraussetzung dass
9Q = H"2™™3 Ay Lt n;+9 AsciyLine — 5 Anciri» — 2 Ancixiy + Ascioxny)
von Null verschieden ist, erhalten wir die Ubertragung, welche von der
Wahl des Parameters unabhingig ist,
a7 ovE=dv*+ I1*;v°da? + e Q% 0 dn?
wobei
11 !‘ij = @!c,-(j) - 2Lk)u@h] - %I(Lf‘u(j)x" - 2L{ChiL!"l]’.D/ l) ,
1
/" =dx + [1%0 de? — F» Ya'*dt
1
4" = da'"* + £%;00 + 7% da’ — 2F > N '*dt
wihrend
QI = —QIFH kj{Akj - Ak(i)@fj - (@fk(j) - 2L‘hk@hJ)A,} N

Efj = ‘L’;,'(‘C{‘(j) - G.Q{chj‘t'h) ’
i (0T _ & pnoon 7%, ok
N5i=7k W""L’.(},)H.ljx + “hiT ) s

1
N ) ]
k=g "+ IT% 0 0/ — o Yo'® | rk’———a;,,j =0d;,
ok

T £0. (17) wird in die Form um-

unter der Voraussetzung

geschrieben :
OV* = dx"i g L v*+ ax' g vk + daiy vF
wenn man setzt

_ovk vk o g vF .

vivt= o "Et,—jﬂfhﬂ W¢i+ I,
o OV OV i k= OV
vt am’i ax’lj b2 I ’ 1 ax”i .

Die Kriimmungstensoren usw. kann man auch leicht ausrechnen.



