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106. qur les majorantes des fonctions CA.

Par Motokiti KONDS.
L’Institut Mathematique, l’Universit Impriale de Hokkaido, Sapporo.

(Comm. by M. FUJIWARA, M.LA., Dec. 12, 1936.)

Grace l’axiome du choix de M. E. Zermelo, M. N. Lusin a dmontr
qu’il existe une fonction mesurable (L) qui est dfinie sur tousles hOm-
bres rgels et qui ne peut tre majore par aucune fonction representable
analytiquement. Or, en appliquant la thorie des ensembles CA, on
peut nommer tels fonctions, c.-.-d.,

Thorne 1. I1 existe une fonction CA mesurable (L) (d’une vari-
able relle)qui ne peut tre majorge par aucune fonction mesurable (B).

Dmonstration. Prenons dans un espace R(x,y,z), un ensemble
analytique universel pour les ensembles analytiques plans, c.--d., un
ensemble analytique M, tel qu’en le coupant avec les plans parallles
au plan y-- 0 an obtient tous les ensembles analytiques possibles. On
salt alors qu’il existe dans l’axe OY un ensemble complmentaire analy-
tique Q ayant les proprits suivantes: 1, l’ensemble U*-M(OX
Q x OZ) est de la classe CA, 2, quel que soit le point yo de l’ensemble,

Q, l’ensemble Mo est l’image gomtrique d’une fonction de Baire
(d’une variable relle), 3, pour route fonction de Baire (d’une variable
relle) Z=(), il existe un hombre rel yo, tel que l’ensemble/yo est
prcisment l’image gomtrique de Z=(). Comme le complmentaire
H de l’ensemble Q par rapport l’axe OY est un ensemble analytique,
il existe, d’aprs un thorme de M. S. Mazurkiewicz, un ensemble
lmentaire E dans le plan R(y, z) dont la projection de ses points in-
freurs sur l’axe OY est prcisment H. Dsignons par L l’ensemble de
tous les points infrieurs de l’ensemble E. l’ensemble U**=LOX
est alors un ensemble CA dans R.

La fonction CA U(x, y) dont l’image gomtrique est l’ensemble CA
U=U*+ U** est universel pour toutes les fonctions de Baire (d’une
variable relle). Maintenant, nous dmontrons que la fonction U(x, x)
satisfait aux conditions du thorme 1. Pour un hombre rel Zo, con-
sidrons l’ensemble F=Ens (U(, y):> Zo). Comme nous avons

F=Q Proj {M(Z=> Zo)} /Proj {E(Z => Zo)- Proj {E(Z Zo)}",

l’ensemble F est de la classe Apa. Par consequent, la fonction CA

1) W. Sierpifiski" L’axiome de M. Zermelo et son r61e dans la thorie des en-
sembles et l’analyse. Bulletin d. l’acad, d. Sc. d. Cracovie, Ser. A, (1918), 143.

2) Nous entendrons par la fonction CA d’une variable relle celui qui donne l’en-
semble CA comme rimage gom(trique.

3) IC Kunugui: Sur une surface universelle pour les fonctions de Baire, dont
l’ensemble de points est un complmentaire analytique, Proc. of the Imp. Acad. 12
(1936), 273-276.

4) Dsignons par M(Z,< Zo) l’ensemble de tousles points qui les coordonnes
Z> Zo.

5) Dsignons par Apa la famille des ensembles qui peuvent tre dfinis comme la
somme d’une infinit dnombrable des ensembles Ap.



No. 10.] Sur les majorantes des fonctions CA. 311

U(x,x) est de la classe Aa. Or, comme rensemble analytique est
mesurable (L), la fonction U(x, ) est aussi mesurable (L).

D’ailleurs, la fonction U(x,x) n’est majore par aucune fonction
mesurable (B). En effet, supposons, par impossible, qu’il existe une fonc-
tion de Baire (x), telle qu’on ait U(,) p(x) pour tous les hombres
rgels. Or, comme la fonction p()-b 1 est mesurable (B), il existe un
hombre rel yo, tel qu’on ait U(x, yo) ,(x)-t-1, ce qui donne U(yo, yo)
(Yo)+ 1 ou ’(yo) "<: U(yo, yo). C’est contradictoire avec la supposition

sur la fonction ().
Darts sa note,D M. N. Lusin a donn diverses dfinitions sur la

sparabilit (B)des courbes et quelque exemples qui s’y rattachent. Or,
pour la courbe C" Z=U(,) tracde dans le plan R(,z), il n’existe
aucune courbe mesurable (B) situe au-dessous et au-dessus de la courbe
C. Donc, en modifiant la courbe C, on peut donner dans le plan deux
courbes jouissant des propritds suivantes" 1, l’une est mesurable (B)
et l’autre est le complmentaire analytique, 2, l’une est au-dessus de
l’autre 3, les deux courbes ne sont pas sparables (B) au moyen d’une

De plus, M. K. Kunugui2) a donn deux courbes complmentaires
analytiques, une est au-dessus de l’autre, qui ne sont pas sparables (B)
au moyen d’un ensemble. Or, on peut dmontrer le

Tb2orme . I1 existe une courbe CA, c.--d., une courbe CA
du plan R(x, z) qui est l’image gometrique d’une fonction CA dfinie
sur tousles hombres rdels, jouissant de la proprietY" il n’existe ancun
ensemble analytique du plan R(z, z) qui est situ au-dessus de la courbe
F et qui est srement coup par chaque droite parallle t l’axe OZ au
moins en un point.

D$mansfrafion. Considrons dans l’espace R(x, y,z) un ensemble
analytique U universel pour les ensembles analytiques plans, c.--d., un
ensemble analytique U tel qu’en coupant avec les plans parallles au plan
y=0 on obtient tousles ensembles analytiques possibles. Projetons sur
le plan y=0 tousles points de l’ensemble U contenus dans le plan =y
et dsignons par U* cet ensemble. I1 est vident que l’ensemble U*
est analytique dans le plan R(z, z).

Dsignons par V l’ensemble de tous les points (Zo, Zo) tels qu’il
existe dans rensemble U* un point (Xo, Z) qui z0 :>z. On voit sans
peine que l’ensemble V est analytique. Dsignons par Q la projection,
sur l’axe OX, de l’ensemble de tous les points de l’ensemble V tels que
les coordonnges Z sont suprieurs n. Alors, les ensembles Q,,(n= 1, 2, ...)

1) N. Lusin: Quelques remarques sur les courbes qui sont des complmentaires
analytiques. Mathematica, 10 (1935), 70-80.

2) Prenons dans le domaine (y <= --1) du plan R(x, y) un ensemble CA ]V uniforme
par rapport l’axe OY, dont" la projection orthogonale sur l’axe OX est srement
l’ensemble analytique E non mesurable (B). Et, dfinirons deux fonctions k() (/c--1, 2)
comme il suit" si le point o appartient . l’ensemble E, (Xo)=yo pour le coordonne
yo du point de l’ensemble Ar situ sur la droite z--Xo et sinon, ()=0 et enfin, posons

1
(x)---()+- pour tousles points de l’axe OX. Alors, on peut voir que les deux

courbes dfinies par les deux fonctions satisfont aux conditions demandes. (_1:
f 111 ).
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sont avlytiques et la somme Q= , Q, est la projection de l’ensemble
U* sur l’axe OX. Comme les ensembles Q,-Q,_(= 1, 2, ...), o5 nous
posons Qo=O, sont de la classe A, il existe, d’aprs un thorme de
M. S. Mazurkiewicz, des complmentaires analytiques uniformes L dans
le plan R(, z), dont les projection orthogonale zur l’axe OX sont res-
pectivement Q. Ici, on peut supposer que les coordonns z de tous
les points de rensemble L sont suprieurs . A|ors, la somme de

l’ensemble L, L-L est un ensemble CA uniforme contenu dans

l’ensemble U* et la projection orthogonale sur l’axe OX est l’ensemble Q.
En dsignant par (Zo)pour un point Zo de l’ensemble Q le co-

ordonne Z du point de l’ensemble L situ sur le droite Z=Zo, nous
dfinirons la fonction F(z) comme il suit: si le point z appartient
l’ensemble Q, posons F()=(), et sinon, posons F(z)=0. Alors, la
fonction F(z)est la fonction CA dfinie peur tous les nombres rels.
Maintenant, nous dmontrons que la fonction F(z) satisfait aux condi-
tions du thorme 2. Pour cela, supposons, par impossible, qu’il existe
dans le plan R(z, z) un ensemble analytique N qui est situ au-dessus
de la courbe Z=F() et qui est sdrement coup par chaque droite
parallle l’axe OZ au moins en un point. Selon l’universit de l’en-
semble U, il existe un nombre rel yo, tel qu’on air Uo=N. Done, la
droite z-yo rencontre l’ensemble U* au plus en un point, d’of, le
point yo appartient l’ensemble Q. De plus, la droite z=yo coupe les
deux ensembles N et U en le mme ensemble de points. Par con-
squent, il existe dans l’ensemble N(z=yo) au moins un point qui est
situ au-dessous du point (o), ce qui donne une contradiction.

C. Q. F. D.


