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Pour un ensemble linaire E, nous appelons rgulire sur l’ensemble
E toute fonction () dfinie dans l’ensemble qui ne prend jamais des
va|eurs gales, c’est--dire, on a toujours o() (t) pour deux points
distincts et contenus dans E. Nous dirons maintenant ClU’Un eno
semble |inaire M cluelconclue admet une reprntation paramtrique
rgulire par rapports E si M est l’ensemble des valeurs d’une fonc-
tion -()dfinie dans , continue et rgulire dans cet ensemble.
Dans ses note, M. M.W. Sierpifiski et E. Szpilrajn ont dmontr le
thorme: quel clue soit la suite v des ensembles linaires ayant le
mme puissance, il existe un ensemble linaire tel que tout ensemble
de la famille v admet une representation paramtriclue rgulire par
rapports . Or, nous pouvons dmontrer un thorme sur la
pr&entation paramtriclue rgu|ire des ensembles d’une famil|e de
puissance 2o d’ensembles linaires. Pour cela, posons d’abord la dfinio
tion suivante. Soit E un ensemble lineaire condens en soi. Nous dirons
clue contient partout des ensembles parfaits lorsclu’il existe un souso
ensemble parfait de E dans tous les voisinages des chaque point de E.
Nous avons alors le
o 1. Soit F une famille de puissance 2o d’ensembles linaires

qui contiennent partout des ensembles parfaits. I1 existe un ensemble
linaire N tel que tout ensemble de la famille F admet une reprsentao
tion paramtrique rgulire par rapports N. Et, quand on peut don-
ner un ensemble universel U des ensembles de la famille F, nous pouvons
dfinir effectivement un des ensembles de cette nature.
Donso. Pour dmontrer le thorme il sufft de dmontrer

la deuxime parie du thorme. Sans perdre la gnralit, on peut
supposer clue tout ensemble de F soit contenu dans le domaine fonda-
mental R, c’esto-dire, l’ensemble de tous les nombres irrationnels. uand
un ensemble universel U des ensembles de F est donn, on peut dfinir
effectivement dans le plan R(, y)-R R un couple doub|ement universel
U et U., tel clue, cluels clue soient l’ensemble de la famille F et la
sousoensemble G . du domaine fondamental R, il existe un droite
parallle l’axe OX qui coupe U et U. en E et E respectivement.
Maintenant, posons V-- U- U.

Soit E un ensemble de F. Nous dfinirons les sous-ensembles non
denses F (, ’-1, 2, 3, ) de/ comme il suite: 1, les ensembles
F- sont disjoints et homomorphes au domaine fondamental R, 2, pour

1) W. Sierpifiski et E. Szpilrajn" Sur les transformations continues biunivoques.
Fund. Math., 27 (1936), 289.
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1tout nombre naturel k, le diamtre de l’ensemble F" (F)<:--,

3, pour tout nombre naturel n, chaque point de E est celui de con-

densation de l’ensemble , F.. I1 existe alors une droite y=yo qui
k-1

coupe l’ensemble V en F=E-

_ ,, F.--En suite, prenons ]es nombres rationnels s et (=I, 2, 3, )
comme il suit: s < S+l <: Y0 <: +i <: (k= 1, 2, 3, ) et lim

t=-s= =0. Maintenant, considrons les deux parties du plan con-
tenant entre les deux droites y=s et y=s+, et entre y=t et y=t+l
respectivement. En divisant les deux parties en rectangles par les

droites z= (:/=0, :t:l, +2, ) parallles R l’axe OY, considrons les

parties communes de V et les rectangles ainsi obtenues. Enfin, nous
rangeons ces parties communes en une suite infinie { V} (’= 1, 2, 3, ).
Maintenant, nous dfinissons une transformation (x) qui transforme
en un sous-ensemble de la droite y=y. Tout d’abord, posons ()=
pour tout point z de F. Pour la projection # de l’ensemble V. sur
la droite Y=y0, ddsignons par p- la borne infrieure des distances- dis
(V, F) (i= 1, 2, 3, ) et prenons un des ensembles F tel qu’on. 1 Nous dsignons par F. cet ensemble. Or,air dis (V#, F) < #+-.
selon la supposition sur les ensembles F#, on peut choisir les ensembles
Fk- qui sont distincte deux R deux. Ici, on peut supposer qu’il existe
un hombre infini des ensembles restants par la choix des ensembles F-
parmi les ensembles F#(k,j=l, 2, 3, ). Nous dsignons par G
(k= 1, 2, 3, ) ces ensembles restants. Or comme les ensembles F
sont homdvmorphes R R R, on peut dfinir une transformation topologi-
que j(x) qui transforme R R en F-. Ceci tant, dfinirons sur V-F
la transformation (z) comme il suite" quand un point x de V-F ap-
partient t l’ensemble V#, posons (z)=#(z). Alors, on voit sans peine
que la transformation (x) est continue et biunivoque sur Vet qu’on a

p(v) F+ ] (

ou E=p(V)+ G+ , *

Or, on peut voir que l’ensemble ,a+ . (F--q(V)) estd compos
k-I k,j-I

en une infinit dnombrab]e d’ensembles disjoints dont chacun est homo-
morphe V ou R x R- V. Maintenant, dans chaque intervalle de Baire
(2n) d’ordre 1 prenons un ensemble M homomorphe ]’ensemble Vet
dan chaque interva]le de Baire (2n+1) d’ordre 1 un ensemble C
homomorphe RR--V. Alors, on volt sans peine que la somme

M= ] (M,,+C,,) satisfait ]a condition du theorem, c’est--dire, tout

ensemble de F admet une representation paramtrique rgulire par
rapports ]’ensemble M. C.Q.F.D.
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Pour un ensemble linaire non vide E, le produit E x R de E et le
domaine fondamental R contient partout des ensembles parfaits. Par
suite, quelle que soit la famille F de puissance 2o d’ensembles linaires
non vides, il existe un ensemble linaire N tel que tout produit Ex R
d’un ensemble E de F et le domaine fondamental R admet une repre-
sentation paramtrique rgulire par rapports l’ensemble N. Or, puis-
que E est une image continue du produit E x R, nous avons done le

Thorme . Soit F une famille de puissance 2o d’ensembles lin.-
aires non vides. I1 existe un ensemble linaire N tel que tout ensemble
de la famille F est une image continue de rensemble N.)

Comme on sait, tout ensemble analytique, linaire et condense en
soi, contient partout des ensembles parfaits. Donc, d’apr le thorme
1, on volt qu’il exists un ensemble linaire N, dfini comme la somme
d’ensemble analytique et complmentaire analytique, tel que chaque en-
semble analytique, linaire et non dnombrable, admet une reprdsenta-
tion pramtrique rgulire par rapports l’ensemble N. Or, selon le
thorme2) M.S. Mazurkiewicz, on peut remplacer cet ensemble N par
un complmentarie analytique, ce qui donne une solution du problme
propos par M.W. Sierpifski dans Fundamenta Mathematicae, t. 26, p.
334. Or, on peut donner plus prcisment une solution de ce problme.
Pour cela commenons par la dfinition. Dans le plan R(z, y) prenons
le crible binaires) C de M.H. Lebesgue et parmi les points de l’axe
0X dont ses developpement

2--/ (0,=0 ou 1)

est toujours infini, prenons tousles points tels que l’ensemble linaire
C est bien ordonn le long de la direction positive de l’axe OY. Nous
appellerons rensemble de ces point cehi de M.H. Lebesgue. Alors, on
voit que l’ensemble de M.H. Lebesgue est un complmentaire analytique.
Cette dfinition tant posde, nous pouvons dmontrer le thorbme
suivant

Tlorme . Tout ensemble linaire non dnombrable analytique
admet une reprdsentation paramtrique rgulibre par rapports t l’ensem-
ble de M.H. Lebesgue, quand on nglige une infinit dnombrable de
point de cet ensemble.

Nous publierons prochainement les details de ces rAsultats dans un
autre travail.

1) W. Sierpifmki, Sur les images continues des ensembles de points, Fund. Math.,
14 (1929), 234.

2) Voir, p. ex., N. Lnsin, Lecons sur les ensembles analytiques, 1930, Paris, p. 284.
3) N. Lusin, loc. cit., p. 197.
4) Nous dsignons par Co rensemble de tous les points du crible C situ sur la

droite =o parallle . l’axe OY.


