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Dans sa note,D M.N. Lusin a introduit quelques notions sur l’unio
formisation des ensembles. D’aprs sa d4finitions, pour un ensemble E
de points contenu dans un plan XOY, nous appelons que E est unio
forme (relativement l’axe OX) si toute parallle l’axe OY coupe
E en un point au plus. Et, nous dirons qu’un ensemble plan E est
uniformisable lorsqu’on salt obtenir une partie uniforme U de E ayant
la mme projection sur l’axe OX. Cet ensemble U est dit uniformisa-
teur de E et trouver tel ensemble U c’est uniformiser l’ensemble
donn E.

Sur le problme d’uniformisation des ensembles, MM. N. Lusin- et
W. Sierpinski a dmontr le

Thorme. Tout ensemble plan mesurable (B) peut tre uniformis
au moyen d’un complmentaire analytique.

M.W. Sierpinski a pos4 un problme suivant" un ensemble C(A)
plan est-il toujours uniformisable (mme au sens idaliste) au moyen
d’un ensemble CPC(A), ou mme d’un ensemble projectif ?

Rcemment, M.P. Novikoff a dmontr le
Thorme. Chaque complmentaire analytique plan (situ dans un

plan XOY) qui a sur chaque parallle l’axe OY un nombre fini de
points au plus peut tre uniformis au moyen d’un complmentaire
analytique.

Or, on peut dmontrer un thorme d’uniformisation qui contient
ces deux thormes comme le cas special.

Thorme 1. Tou complmenaire analytique plan peu re uni-
formis$ au moyen d’un complmentaire analyique.

Pour le voir, il suffit considerer le cas o5 un complmentaire analyo
tique plan E donn est contenu dans le domaine fondamental R(x, y)
deux dimensiona
Pour un complmentaire analytique E, on peut dfinir un schema

de Souslin {E,...} de rectangles de Baire qui dfini l’ensemble

1) N. Lusin, Sur la problme de M. Jacques Hadamard d’uniformisation des
ensembles. Mathematica, 4 (1930), p. 54-66.

2) N. Lusin, lo cit., p. 59.
W. Sierpinski, Sur l’uniformisation des ensembles mesurables (B). Fund. Math.,

16 (1930), p. 136-139.
3) W. Sierpinski, 1o cit., p. 139.
4) P. Novikoff, Les projections des complmentaires analytiques uniformes. Re-

cueil Mathmatique, Nouvelle Sries, 2 (1937), p. 3-16.
5) Nous entendrons par le domaine fondamental R(z. y) deux dimensions l’ensem-

ble de tous les paires (, y) de nombres irrationnels z et y tels qu’on ait 0 z, y 1.
De mme, nous dfinirons les domaines fondamentals R(y), R(t), R(, y, t), eta
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analytique CE--R(, y) E, c’est-i-dire, CE= H E,,,...%. Ici, on
k-1

peut supposer que E,,, =R(x, y) et E,.... E,...+. Etant
donne une fonction (n) de nombres naturels tells que pour tout nom-
bre naturel k il existe une infinit dnombrable de nombres n tels qu’on
ait ,,(n)=k et posons dans l’espace XOYZ trois dimensions

o

On voit alors sans peine qui 1, C est un crible rlier qui d4fini
CE, 2, quel que soit le nombre rationnel r, la partie de C situe au-
dessous du plan parallle au plan XOY qui passe par le point r de
l’axe OZ est aussi rulier, 3, pour tout point p de R(x, y), Cr.
contient une infinit dnombrable de point

Maintenant, nous diviserons les rectangles de C en rectangles dis-

joints de Baire partiels dsignons par ,,(n= 1, 2, )--de la faon
que les projection de sur le plan XOY sont distincts deux deux.
Nous dfinirons les rectangles ,...(k, n=l, 2, ) comme il suit.

Prenons d’abord tout rectangle dont la projection sur le plan XOY
n’appartient aucune projection d’autre rectangle ,, et dsignons par,,, (nl 1, 2, ) ces rectangles ainsi obtenus. D’une manire g4nrale,
les rectangles =....(= 1, 2, k) etant dfinis, nous prenons tout
rectangle dont la projection sur le plan XOY n’appartient qu’ aux
projections de ,,,....(j=l, 2, k) sur le mme plan et dsignons

par =._...+(n+-- 1, 2, ) ce rectangles ainsi obtenus. Dsignons

par *,...= la projection de ,... sur le plan XOY. On voit alors

sans peine que 1, quelque soit le point (, y) de R(x, y), il existe une

suite {n} de nombres naturels telle qu’on ait H *,,,...,,,=(:r,,y), 2,
k-1

pour deux suites distincts {n}(i=l, 2) de hombres naturels,

H *D 1*. -=0, 3, tout rectangle appartient la famille
kffil nl n2.. k nl n2 nk

{,...} de rectangles ainsi definis. Enfin, dsignons par C,,....
la partie de C suitue au-dessous rigoureusement de ,.... D’aprs

la dfinition de C, C,... est aussi un crible rgulier.

Maintenant, nous allons dfinir les complmentaires analytiques
Q,.... Dans l’espace XOYTZ quatre dimensions, considrons une

1) P. Novikoff, Sur la separabilit des ensembles projectifs de seconde classe. Fund.
Math., 25 (1935), p. 459-466.

2) Dsignons par C() l’ensemble de tous les points de C dont la projections sur
le plan XOY sont le point p.
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transformation qui transforme l’espace XOYZ en l’espace XOTZ de la
manire suivante"

y’=0 z’ z t’ y---GrAce cette transformation, les cribles C et C.,.,.... de l’espace

XOYZ sont transforms en les cribles de l’espace XOTZ, dsignons par
C* et C*,,... ces crible Etant donn une suite {n} de nombres
naturels, posons pour le moment dans l’espace XOYTZ

(1) (1)

r0=c x R(t) x R(O
(2) (2)

I-’o C* x R(y) Fk C*, ,,....,, x R(y)
(k= 1, 2,

(k) (k)

et (p)=r(F())) pour tout point p du domaine fondamental R(x, y, t).s
Et enfin, lsns

off dsignons par D l’ensemble de tous les points (, , ) de R(x, y, t)
tels que (5, ) et (, ) appartiennent t *,.... en mme temps, et

encore, posons

En appliquant le raisonnement) de M.N. Lusin sur les cribles rguliers,
()(1) (2) (p).C1) (2)

nous avons que les ensembles E ((p)=(p)) et E ((p) (p)+l) et

par suite M,,.... sont analytiques. Donc, Q.,...... sont les compl-

mentaires analytiques. En autre part, on peut aussi dfinir Q....a
gomtriquement. Pour chaque point de la projection de CE sur

l’axe OX, nous dsignons par (() l’ensemble de tout point (x, y) tel que
le type d’ordre r(C(’)) soit minimum lorsque y parcourt R(y), et par

1) Voir la note (1) de la page 287.
2) Etant donni un crible C contenu clans l’espace XOYZ cinsidrons C() pour

un point p du plan XOY. Si C() est bien ordonn4 suivant la direction positive de
l’axe OZ, dsignons par r(C()) le type d’ordre de C(), et sinon, posons r(C(’))---..

3) Voir la note (1) de la page 287.
(p)

4) Dsignons par E( l’ensemble de tous les points de R(x, y, z) qui satiafont
(k) (k)

la condition ). De plus, si l’on a (p)--9, posons (p)+1=9.
5) N. Lusin, Le.eons sur les ensembles analytique Paris, 1930, p. 214.
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la somme de tous les ensembles (. Etant donn un point de la

proection de I *, sur l’axe OX, dsignons par ( l’ensemble de tout
point (, y) tel que le type d’ordre r(C,’) soit minimum lorsque y

parcourt (*,, et par , la somme de tous les ensembles .,. D’une
manire gn(rale, Q,, ,,,....,,i (j 1, 2, k) etant d(finis pour un lint
x de la projection de Q,..., o,...,,/ sur l’axe OX, dsignons

par ( l’ensemble de tout int (, y) 1 que le tyl d’ordre"1 n2 knk+
r(’) et part,,...,/) soit minimum lorsque y parcourt )nn. nkk+l

n,,z...nknk+l la somme de tous les ensembles -,(z)-z... nk nk+l" On volt

alors que nous avons

Qnln2...tk’--Qnl nz...nk (k=l, 2, ).

Maintenant, posons

&= Q,,,.....,,, et S= II S.
k-1

I1 est alors vident que S est un complmentaire analytique contenu
dans E. Or, selon le raisonnement) de MM. N. Lusin et P. Novikoff
sur les complmentaires analytiques, on peut dmontrer le

Lemme. Pour tout point x tel qu’on ait E() 4: 0, S() est non
vide et ferm dans R(y).

De plus, en modifiant convenablement le procl prclent, on peut
modifier l’ensemble S comme il suit; tant donn4 un nombre naturel
k, S() est contenu dans un intervalle de Baire d’ordre k.

Par consequent, on peut d4finir une suite (S} (k=l, 2, ) des
complmentaires analytiques telle qu’on ait

(k) (k+l)

F, ESS (k=, 2, ),

2, pour tout point x tel qu’on ait E)=k= 0, S() est non vide et
ferm dans R(y),
(k)

3, S() est contenu dans un intervalle de Baire d’ordre k.
(k)

Pour les complmentaires analytiques S, considrons le compl4men-
(k) (k)

taire analytique U-- II S. Comme S est contenu dans un intervalle de
k-1

Baire d’ordre k, U(’) contient un point au plus et lorsque nous avons
E(’) 4= 0, U() contient surement un point, Donc, E est uniformis au
moyen du complmentaire analytique U. C.Q.F.D.

Remarque. Dans ce dmonstration, nous nous avons servi l’axiome

du choix pour dfinir les ensemble S. Or, sans faire appel l’axiome du
choix, on peut dterminer ces ensembles. Donc, pour un complmen-
taire analytique qui est dfini par un sch6ma de Souslin (de rectangles
de Baire), on peut nommer sa uniformisateur.

1) N. Lusin et P. Novikoff, Choix effectif d’un point dans un complmentaire
analytique arbitraire donn par un crible. Fund. Math., 25 (1935), p. 559-560.
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Grace ce thorme on peut deduire divers thormes comme il
suit.

Thorme . Tout ensemble proectif de la classe (A) peut tre
uniformis au moyen d’un ensemble de mme dasse.

Thorme 3. Tout ensemble projectif de la classe (A) est la pro-
jection d’un complmentaire analytique uniforme.

Ce thorme contient le thorme de M.S. Mazurkiewicz2 comme
le cas special, et donne solutions des problmes poss par M. N. Lusin2
En autre part, on voit que la classe des ensembles projectifs (A2) coin-
cide avec celle des ensembles (A).)

Thorne $. Tout ensemble projectif de la classe (A2) est la somme
d’une infinit$ transfinie d’ensembles mesurables (B) numerotgs au moyen
des hombres transfinis de seconde dse.

Nous publierons prochainement les details de ces rsultats dans
autre travail.

1) Voir, N. Lusin, Lemons. p. 270.
2) Voir, p. ex., N. Lusin, Lemons, p. 284.
3) Voir, N. Lusin, Lemons, Chap. V, Ensembles projectif
4) P. Novikoff, Recueil mathmatique, nouvelle srie, 2 (1937), p. 3-16.


