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11. Die Projektive Theorie der “ paths” 3-ter
Ordnung x®'+ H!(x, x®, x®)=0.

Von Hitoshi HoMBU.
Geometrisches Seminar, Kaiserliche Hokkaido Universitat, Sapporo.
(Comm. by S. KAKEYA, M.LA., Feb. 12, 1933.)

1. In einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit, welche auf die Ko-
ordinaten (x°) bezogen ist, trigt ein System der verallgemeinerten
“ paths ” 3-ter Ordnung, deren Gleichungen

(1) m(3)i + Hi(x’ m(l), x(Z)) =0

(x™i=d™xi/dt™, m=1, 2, 8) sind, den Parameter ¢ als projektiv, wenn
die Beziehungen

@ @ Hog®+2Hbe®=3H, () Hip™=—3

gelten.” Dann wird die projektive (oder bahntreue) Transformation, die

(1) in ein anderes System der “paths” 2@+ Hi(x,z®,2®)=0 iber-
fiithrt, einfach so geschrieben :

(3) ﬁi(x’ 2}(1), x(2)) — Hi(x, x(l), 33(2)) + P(x, m(l)’ x(Z)) x(l)i D

Umgekehrt : wenn ein System @+ Hi=0 und jedes mit thm pro-
jektiv verwandte System x®*+ H:=0 sich auf die Relation von der Gestalt
wie (3) beziehen, so ist das System 2@+ Hi=0 mit einem (nicht ein-
zigem) System x®+ H'=0, das den projektiven Parameter t trigt, pro-
jektiv verwandt? (Der Beweis ist nicht schwierig.)

In dem Fall, wo in (3) nicht nur das urspriingliche System sondern

auch das transformierte System die projektiven Parameter tragen, haben
wir sogleich

4) (@) poa+200xP=2p, (b) paa®’=0.

Im folgenden moéchten wir die Eigenschaften, welche von der Trans-
formation (8) (mit der Bedingung (4)) nicht zerstért werden, unter-
suchen. Dadurch koénnen wir nach dem oben erklirten Satz die
Eigenschaften der grossten projektiven Klasse erkennen, von der je zwei
Systeme sich auf eine Relation (8)® beziehen.

2. Aus (4) leiten wir her

(5) ﬁfm:H it P+ pdt, Hi=Hly+ oy +mp,

[Ti  — I 1 — gl
(6) Hyj=Hey+ pai™, Hlpy=Hly, .

1) H. Hombu, Projektiver Parameter der verallgemeinerten “paths,” Proc. 13
(1937), (4) bzw. (9).

2) Diese Systeme haben die kennzeichnende Eigenschaft, dass durch ein beliebiges
Linienelement 2-ter Ordnung einzige Integralkurve jedes Systems existiert.

3) Dabei ist (4) nicht bedingt.
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Nach (8), (5), (6) sind die Grossen $° und LF

-@i:Hi—"—l (Hoyw™ — Hie™)
{ n—1

(7
== ( {aont ™ — Hipyz ™)

projektiv invariant, d. h. bei der Transformation (3) sind Hi=9¢, Ci=
Q4. Umgekehrt, wenn die Grossen ©° und L¥ zweier Systeme der
“paths,” die die Parameter als projektiv tragem, identisch sind, so
itberdecken die beiden Kurvensysteme einander. Setzen wir namlich
H'—H*=p', so ergeben sich aus =9 Li=F
(@) (r—1)f—(phe™ — paye®) =0, (b)  Ployer™ = ploya™®*.

Nach (b) nimmt ¢° die Gestalt px®+4° an, wo o von ®7 unabhingig
ist. Wegen Pin ™ 4 2p%,4P =3p* konnen p und o° so gewahlt werden,
dass o' in bezug auf ™ homogen von 3-ter Ordnung ist. Aus (a)
haben wir dann (n+2)s*=cly@™. Somit ist ¢ von der Gestalt px®.

Wir konnen $° und L7 zusammen als Bestimmungszahlen eines geo-
metrischen Objekts ansehen, da unter Koordinatentransformation

A=+ 4 8Au Al A‘D"+ 3n A‘ kx(znw(l)k

n+2 ; .
+L1 Al VigOhg®l_ 3 - Al i A@w AL
n— n—

AR =8P AL+ BARA SVl

sind (A?=0x’/ox?, Ak=70%?*ox*ox?, usw.).

3. Da wir im folgenden die affine Theorie der verallgemeinerten
“ paths ” brauchen, so vergleichen wir die grundlegenden Formeln dieser
Theorie aus der Arbeit von Prof. A. Kawaguchi und dem Verfasser”
Gegeben sei das System (1), so erkliren wir in der Mannigfaltigkeit
der Linienelemente 2-ter Ordnung das kovariante Differential dv* eines
Vektors v, das System der Grundiibertragungen dx® und 6x®*, und
die kovarianten Ableltungen rovi, PPyt und PP’ folgendermassen

(8) Dvi=dvi+ 2 1{11 v’dx‘“”‘ (9) Sx Dt = (i + ,.20 ng,) da™ ;
= -
Dvi= 2 Pyt . Sk 5 P0 =iy
q=0
(10) 2
PPV =vign— > Rivian+ v =vPvi+ i’ ;
s=q+1 q q
wo
N R
{:"k = g Hian . = lrjk' = r Hion
(11) 1 0
i . ) .
) ik = 3 Hyan— 9 HyienHew ;

1) A. Kawaguchi und H. Hombu, Die Geometrie des Systems der partiellen
Differentialgleichungen, Journal of the Faculty of Science, Hokk. Imp. Univ., Ser. I,
6 (1937), Kap. II.
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i(0) _._1_ H: Qi(ﬂ).___l_ Hiys
;= 3 @4 @y= 3 @5
(12)
5‘)’3 Q'ﬁ? ’ (2): = 2Q‘1): ’ Rté‘}, = «” - 2Q(l)k%1

sind. Von den Torsionsgrossen dieser Ubertragung finden wir nach
blosser Rechnung folgende fiinf unabhingige :

0X0)7 — —
( S 135(33 A (HzZ)k(l)l —Hy (Z)I(I)k) += (H (Z)l(Z)hH @k H (Z)Ia(Z)hH (2)1) ’

SOO7 1 =0 im )] (o (0) 0
kl(z)g——V{ )Q] ) _*V( O)ngl (0) (l)h (l)k )Q{Dh (l()l ’
(13 )
0X0)7 — = € WD —
SOUl=L PPQIR— L TOQIS, SO

Icl(O) - E sz)k(z)l ’

SUE= ~V‘"Q’§‘>’i QW — 7Pk QR -

In unserem Fall, wenn (1) den projektiven Parameter ¢ trigt,
erhalten wir fiir die Operatoren x™W7®

DI — DO @t 0
TEV=% Py + ox®t ’

(DL — IO @9 _pu O d )
V=2 QD + Py H 2@l ( di gesetzt

da nach (2), (12) R§u®i = —5@ RixWi=H: sind. Wir bezeichnen
nun den Skalar S"’"°’"‘,x‘1’" mit S; da

6, S(O)( )x(l)k__ ( V(O)sz)k — V(O) 2)1) x(l)lc
= PO (Bt %) — Hiy 7Ok — éi Hiy,
= — 37{Px® — Hipy 7 {Pa®¥* — % o
=Hipn— -;’" HignHén— g_t o
ist, so haben wir S in der Gestalt

(14) S_E Dm 118 HywHoym— (15 (?t @m -

Gleicherweise berechnet man SQERZa®P*=2S, Dass die Grosse S, welche
von (14) gegeben wird, ein Skalar ist, kann man auch direkt unter Zu-
grundelegung der Transformationsformel von H* bestitigen.

4. Wir berechnen die Veridnderung des Skalars S bei der Trans-

formation (3). Da nach (4), (5), (6) und wegen »‘%—.%—px“)"a—x%
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ITm 1 rTm ﬁ'h J E[m ._Hm (Dh
H(l)m'_‘?:Hw)h m= o Hom= Omt P2 +mp
L (HgwHlm — 6pana® — (L HEym+3
——3' GonH &ym — 6p2mx ") dt @m+3np

=H%m— % HgyHgym— % Hym+ (P ®* +20012®") — 2np

=H71‘)m—% m,.H:'z,m—% % n—2(m—1)p

ist, so ergibt sich
(15) §=S—"—;1~p.
Setzen wir also

(16) H*=H'+ 3_56%  (Gleiches fir £,
so ist nach (8), (15) H* projektiv invariant: H*i=H™.
Andererseits gelten fir den Skalar S
a1 (a) Sw#™Y+2S5a®=2S, (b)) Sgpa™=
Nach den folgenden Beziehungen, die aus (2) abgeleitet werden,
Hiygmt®™= — Higy , To1eme "= —351,
Hiponon®®™=0,  Higpyonon®®™=—Hiyen, Himnonomt®™=0
folgt in der Tat die Richtigkeit von (17, b):

68V = (— Hilm) — % 2(—357) Hlspm
- ( — HBymeam®®* + Hymamt™* — HEymem(— 3x® h))

— h DhY —
= Hym— (HSman® "+ 2H B ment®") =0 ,

da aus (2, a) H@ont®*+2HG)omx®" = H); ist.
Wir sehen also nach (8), (4), (16), (17), dass das System der
L4 paths ”
(18) g ®i g Ft =g ®i g fpig 3 - Sr®i=(
n-——
in der in Betracht kommenden projektiven Klasse ausgezeichnet ist.
Das Verschwinden des Skalars S

— QX0 e — 1 0X(1 Dk
=S¥ = S Qg

ist offenbar fiir das ausgezeichnete System kennzeichnend. Und der
projektive Parameter t* des ausgezeichneten Systems ist fiir die Klasse
charakteristisch. Es ist
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(19) {t*, t}= __gf S(x, x®, 2®) D
n —

Zwei projektive Klassen sind dann und nur dann identisch, wenn ihre
ausgezeichneten Systeme ibereinstimmen. Damit erreichen wir endlich
den

Satz. FEs gibt in jeder projektiven Klasse, von denen jedes System
den projektiven Parameter t trigt, ein ausgezeichnetes System, das sich
aus einem System der Klasse durch (14), (18) bestimmt. Die Komitanten
des ausgezeichneten Systems sind die projektiven Komitanten® der
Klasse, und umgekehrt.

Das Schema der projektiv invarianten Ubertragung, die wir in der
Absicht, alle projektiven Komitanten zu gewinnen, zugrund legen, ldsst
sich von (8)-(12) angeben, wobei aber H™® statt H* gesetzt wird.

5. In dem Fall des Systems

(20) w(S)i + K; kx(2)ix(2)k + K:{E(Z)j + Ki =0 ,

wo K%, K% K’ in bezug auf ® homogen von der Ordnung —1, 1,
3 sind und ubrigens

1) Kia®i= _% 5, Ka®=0
bestehen,® wird die Gleichung des ausgezeichneten Systems so ge-
schrieben :

(22) ¥+ (Kt aja®?) a®ig®* + (Ki4 a,aV) 6@+ K+ ax™i =0,

wobei gesetzt sind :

= gnljﬁ _K}'fcu)m - —g— KK+ 2K 5Ky — K — K ?ma)j] ,
1 B m 4 m m I m m
a; = ——z(n — 1) i im™— —3— K :ln K jh + 2K imK i 2ij(0)hx(l)h -K m(l).i] ’
a =-- ‘1-—*—* i a‘)m_ -1— KZ‘K:‘,,+2 :’:nKl - ,”,:io)hx(l)h] .
2(n—1) L 3

1) H. Hombu, a.a. 0., (10).

2) Das Adjektiv “projektiv” bedeutet “ unter projektiven Transformationen der
“paths” invariant.”

3) H. Hombu, a.a. 0., (12), (13).



