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70. Sur la stabilit& du problme de Dirichlet.

Par Masao INOUE.
L’Institut Mathmatitlue, L’Universit Impriale d’Osak&

(Comm. by T. Yosw., M.LA., Oct. 12, 1938.)

Le but de cette note est de donner quelques remarques sur la
stabilit du problme de Dirichlet qui a t dj discute par MM.
Keldych et Lavrentieff)

Considrons dans l’espace 3 dimensions un domaine born D, de
-frontire ans portion intrieure et une fonction continue (relle) f
donne sur . Soient {D)}, {D)) deux suites de domaines rruliers
pour le problme de Dirichlet tels que

et
J+l D

D2 D(,.),+1 D,

lim r}(1) D

!imD D D+.
Soit Fun prolongement continu de f, et dsignons par H(z, F, D))

la fonction harmonique dans D qui coincide avec F sur la frontibre
de D. Les deux suites {H(z, F, D))} (i= 1, 2) convergent vers deux
fonctions harmoniques dans D, ne dpendant que des valeurs de F sur, c’est--dire de f, soient H()(z,f, D), i=1, 2.2)

Analogiquement au cas de la rgularit, off nous disons qu’un point-
frontire P de D est rgulier (pour le problme de Dirichlet), si,
quelle que soit la fonction f, H(D(z,f, D) tend vers f(P) lorsque z tend
vers P, nous dirons que Pest un point de stabilit (pour le problme
de Dirichlet), si, quelle que soit la fonction f, I-I()(z,f, D) tend vers
f(P) lorsque z tend vers P.)

Cette dfinition une lois donne, nous remarquons que le thorme
de Wiener et Phillips) donnant un critre gomtrique pour qu’un point-
frontire soit rgulier, reste encore valable dans notre cas"

Dsignons par a l’aire de la projection de D* projetie sur un plan
quelconque passant par P, off D* dsigne l’ensemble des points qui
n’appartiennent pas D et qui sont renferms dans C, la sphere de
centre Pet de rayon r. Alors nous avons le

1) M. Keldych et M. Lavrentieff: Sur le problme de Dirichlet, C.R. Acad. Sci.
Paris, 204, 1788-1790 (1937).

M. Keldych: Sur la rsolubilit et la stabilit du problme de Dirichlet, C. R.
Acad. Sci. URSS, N.s. 18, 315-318 (1938).

2) La fonction H(1)(z,f, D) est nomme solution gnralis du problme de
Dirichlet pour D et valeurs-frontire f.

3) Notre dfinition de la stabilit diffre en apparence de celle donne par les
auteurs pcdents, de la stabilit d’un point-frontire au cas oh D est jordanien, mais
nous saurons plus tard, d’aprs le thorme 8 qui sera tabli darts la pr&aente note, que
cette difference n’est pas essentielle.

4) H.B. Phillips and N. Wiener: Nets and the Dirichlet Problem, J. of Math.
and Phys., 2, 103-124 (1923).
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Thorme 1. Si l’on peut choisir deux suites {r.} et {,} te//es

que lira a point de slitd.1)- - O, P est un

D’apr ce thorme, nous savons qu’un point-frontire auquel la
frontire est surface analytique est un point de stabilit et que, plus
gnralement, un point-frontire satisfaisant la condition de Poincar
l’est aussi.

Da la dfinition de la stabilit donne plus haut, nous pouvons
conjecturer que de. divers thormes obtenus dans le cas de la rularit
seront encore tablis en remplacant des fonctions harmoniques jouant
un rSle principal darts ces thorimes, v.g. la fonction de Green gnra-
lisSe, le potentiel conducteur, qui ont t dfinies par le moyen d’ap-
proximation intrieure des domaines, par celles qui sont dfinies par le
moyen d’approximation extrieure des domaines, et cette conjecture est
gnralement vraie.

En effet, nous avons les thormes suivants:
Thorme 2. Pour qu’un point-frontiOre P de D soit un point de

stabilitd, .il fautet il su2t qu’il existe une suite de fonctions v(z) telles que
1. v(z) soit harmonique et positive dans D);
2. lim.v(z)=v(z)soit harmonique et positive dans D, et lira v(z)=0.
Thorme B. e/ z0 e/ rer D. Lea fenco de

Oree O(, o, D, de don le le e o, eutes ver e
Ime lease dea D<, o 0(, o, D). Afore, orq’

lm O<(, z, D)=0.
z-P

ofed cencr de C,-D,’ e ar V,() la foncto Ime d
V,.,(). Aloft, or q’ o-frosre P de D ei ein d

z-p

Maintnan nous passons un problme eonernan la tbili du
problme de Diriehle pour D. En iwn IM. Ildyh Lvreniff,
nous dirons que le problme de Diriehle es able pour D, si, quelle que

dans D.
Citns d’abord le
Thorme 5. ppoos qe Ia o1o dore a ore 1

ble cacwi le. Aler le lxroblme de Dricl e ale or D.
Hous allons reehereher une simple relation entre la tbilit du

problme de Diriehle pour D e la eapaeita) d’un domaine qui cor-
respond D par inversion.

1) La dmonstration est presque la mme que celle de Phillips-Wiener.
2) Le thorme semblable a t donn par M. Brelot Sur le problme de Dirichlet

.et les fontions sous-harmoniques, C.R. Acad. Sci. Paris, 206, 1161-1163 (1938), o5 il a
dfini l’hyperstabilit d’un point-frontire.

3) Nous entendons par la capacit celle au sens de O. Frostman (capacit newto-
nienne) (ou de la Valle Poussin).
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Considrons seulement D contenant l’origine O sans perdre la
gdnlarit Supposons d’abord que le problbme de Dirichlet soit stable

D )=lira H(z, F, ,, quelle quepour D, c’est--dire que lim H(z, F, 1 r2

soit la fonction F. En prenant en particulier

et en posant

F(z)= 1

H(z, F, D) 1- V)(z’) (Transformation de L. Kelvin),

off z’ est le point auquel z est transform par l’inversion pour S(C), C
tant la sphbre de rayon 1 et de centre O, et S(C) la surface de C, on a

lim ) 2,V (z’)= lira w .
Cela tant, d’aprs la proprit de la transformation de L. Kelvin, on
sait que V(z’) est le potent/el conducteur de, l’ensemble des points
auxquels sont transorms par l’inversion pour S(C) les points de

r Dsignons dornavant simplementl’ensemble complmentaire a
par la lettre allemande (,,) rensemble des points auxquels
sont rransorms par rinversion pour S(C) les points de rensemble
complmentaire D (D, D, D). S, tant la surface de la sphere
de centre 0 et de rayon r’, renfermant entirement dans son in-
trieur, on obtient

C()=la capacit de )

=lim i II dV()

,im II dr")"" dS

la capacit de )=C().

Inversement, nous dmontrons que, si C()=C(), le problme de
Dirichlet est stable pour D.

En effet, V2 tant le potentiel conducteur de ’’, on a par
hypoth e

,,-).. s,., dN dN
dS=O.

Posons ici

et
V()(z’) zl U()(z) (i= 1, 2)

lim (’) U’(z)) U(z)(z)-

off zest le point auqual z est transforma par l’inversion pour S(C).
Alors, de l’6galit ci-dessus, on est conduit l’6galit suivante"

u(o) =0.
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Puisque la fonction U(z) est harmonique et non native dans D, elle
ne peut tre que nulle constamment dans D et, par suite, on trouve

En posant

U() lim U(z).

et
lim G’(z)=G"’(z) (= 1, 2),

on a

off G(z) n’est aue que la fonction de Grin de D dont le le t
l’orine. P 6nt un int-frontire rlier, on a, d’aprs le thrme
bien connu de Boulind,D

lira G((z) =0,
par conquent

lira G((z)=0.

nc, P est un int de sbili d’apr le thrme 3. On mit r
1. que ut int-frontim rlier de D est un int de stabilit6, d’ofi
il rl immiament

(z,f, D) H((z,f D)

car D(z,f,D) coincid avec (z,fi D) sur la frontire de D, uf,
au plus, les in-frontire iliers dont l’enmble est de pacit6
nulle. Ainsi, le thorme svant a t6 complment 6bli.

Thrme 6. Pr q le ’obl.me de Diht st stable
D, il faut et t que cacit de soit gale celle de .

Nous ajouns de pl le
Thrme 7. Pr que oblme de Dihlet st stable pr

D, il faut et t que l’on air G(D(, z, D)= G((zo, z, D), zo et
$nt dz pn dtincts de D.

Puis no nongons le thrme suivant qui a dej bli

les auburn pcit dans le ticulier, 2-1.
2

Thrme 8. St Pun pnt-frtire D et r pit
de l’ee vert des pnts tu da D et dt de
P tce entre + et , o 2 t un nbre potif infUSer
1. Als citi csaire et .an pr que P st un pnt

de si t q sr r st divergent.

thrmes obnus dans la prn no nous rmettront de
"i nprouver ce thrme de la mme facon que dans la dmonstrat o du

1) G. Bouligand: Sur le problme de Dirichlet, Ann. Soc. Polon. Math. 4, 57-112
(1925).

2) Au sens de lim H(1)(z,f, D)=lim H(2)(z,f, D).
z-P z-P

3) O.D. Kelloggg: Foundations of Potential Theory, 331-334.
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thorme de Wiener qui correspond au thorme 8 dans le cas de la
rgularit.

Remarquans que les discussions sur la stabilit du problme de
Dirichlet pou un domaine espace ne sont pas toujours les mmes que
celles de la stabilit pour un domaine plan. Aussi les rsultats ne
sont-ils pas les mmes ncessairement" par example, MM. Keldych et
Lavrentieff ont propos dans le cas de respace le thorme d’existence
d’un domaine limit par une surface jordanienne pour lequel le problme
de Dirichlet est instable, mais ce thorme n’est pas vrai dans le cas du
plan: en effet, nous savons que le probtme de Dirichlet est toujours
sble pou le domaine limit par une courve jordanienne. Dans ce cas,
nous pouvons discuter plus gnralement ce problme. Nous terminons
cet article en notant que mon mmoire prcOlent) est consacr l’tude
de ce genre de problme.

1) M. Inou: Une consideration sur le problme de Dirichlet, Proc. 13 (1937),
352-357.


