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PAPERS COMMUNICATED

67. Eine konformgeometrische Verallgemeinerung
der geodatischen Linien.

Von Tsurusaburo TAKASU.
Mathematical Institute, Tohoku Imperial University, Sendai.
(Comm. by M. FUJIWARA, M.LA., Oct. 12, 1938.)
Wir betrachten eine Kurve g(s) ((gg;),EO, 1=5 od. 4)
im konformen Raume | in der konformen Ebene

von Liouville und Moébius als eines der beiden Hiillgebilde g(s), %(s) einer
Kugelschar ~ £=£(s), ((6€)s=1), | Kreisschar £=¢(s), ((€8)=1),
wobei die beiden Punkte x(s) und z(s) ((gz)iEO) durch die Forderungen

1) (2);i=2K%,  (dzg)i=—(dgx)i=0, (i=b5 od. 4)
normiert sind und der Parameter s die konforme Linge ist :V

2 ds*=(drdx)s . l ds?=(dxdy).
Wir leiten daraus eine zweite Kurve (£*) her durch den Ansatz
3) *=i+@utt+vz+w¥X +q%), | " =%+ (ut+wt+q%),
i=p(9)z,

wobei u#, v, w und ¢ Funktionen von s bedeuten, die noch einen Para-
meter ¢ enthalten :

) u=e(s), v=ev(s), w=ew(s), qg=eq(s),

und, wegen (£*%*);=0, (3X);=0,

(5) 2¢ N (w+1ig) p+uP+? l 21 gp+uP+wP+?=0
+w?+¢?=0

ist. Riickt ¢e—0, so riickt die Nachbarkurve (§*) gegen (§). Wir
wollen den Parameter

® e\ W)

nach Potenzen von ¢ entwickeln. Diese Entwickelung ist von der Form

(7) g =8+og+-, (dP=(dEdD);=r%5"),
wenn mit dg das in ¢ lineare Glied bezeichnet wird :
®) dg=clim & =5
e>0 €

1) Wir benutzen die Bezeichnungsweise im Buch: T. Takasu, Differentialgeo-
metrien in den Kugelrdumen, Bd. I. Tokyo (1938), S. 74 und S. 99,
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Dieses dg soll zunichst berechnet werden. Aus (8) folgt durch Ableitung
und durch Benutzung der Formeln (403) des oben zitierten Buches

©) iii—( 2 Lt pw+ d”)

ds ds
(Bt By
+(%+piu+~:;-%—s’f-w
(-4
und also
(10) (%f;,—% =(p= Lm0
)+2{ _f’__ds’*fi

Sl (00

_j___(P w du)t

+dwe
ds
+(%+ﬂiu—%%)%
(1q—+ll’u+ dp)
£
(g s)
-y

wobei die weggelassenen Glieder in € von zweiter Ordnung sind. Weiter

ds \ ds ds

_4g.dr _%L} ............

r ds ’

folgt

du
1 s _,_ v au
(11) a4 R+'uw+ds
1 dpfdw  .dg

o ds{ds+ U o
ld,u .1 dp

—p— = + .........

pds” ,udsq}

und durch Integration

12) §*=§+[u]'"—sss%ds

[ZZ’,, wl ]
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Ferner haben (¥) und (£*) die Randelemente gemeinsam, daher wird
nach (5):

82 82 d az
s= —\ Yge—\ B 0P o5=—\ Yds
(13) o3 S'Rds S 0 dsdg S S R
= "u d
+S wH S p ds
82 2
Wtitwi+e) d (1 dp) g wtwire d (1 dp)g
+S 2 ds(pds)' NI dSPds) '

Nach (13) ersehen wir dass das letzte Glied von zweiter Ordnung in ¢
ist, so dass (13) wird zu:

82 82 d 82
08§=— 1 —_ _u__ﬂds .
S S Rds S o ds +S wpds

81 81 8

R

82 8 d
0 w u dp
=—\ Zds—\ = "LCds.
Damit §d§ extrem werde, muss fiir alle Werte von u, v und w 85=0
sein, so dass

1 1 1 dp

__=0’ _*#=0, =0 _=O, = =0

B ¢ ds # ‘ R p ds
also

1 1
14) —=0, (=0, p=konst. —=0,> p= .
(14) 7 2 p=kon: I 5 0,” p=konst
gelten muss. Fiir die linke Seite sind die extremalen Kurven Bjdé =0

entweder euklidische Geraden (Krimmung R'=0, Raumkriimmung
#2=0) oder ihre Konformverwandten. Hieraus erhalten wir den

Satz. Die extremalen Kurven de§=0 Sfiur beliebig mormiertes®

di=p(s)ds sind Kreise und finden nur ber der Normierung (1), (2)
statt.®

1) Aus der Formel (74)s %:—i des oben zitierten Buches und R-1=0 folgt

R
£&=konst..
2) D.h. ,, fur nicht-normiertes “ so zu sagen.
3) Dabei miisste man nicht iibersehen, dass es sich nicht nur um die Kurven
handelte, sondern es sich auch um beliebige Tangential-Kugel- (Kreis-) scharen handelte,
trotzdem die Randelemente Punkte waren.



