
868 [Vol. 14,

Sur un procd pour construire la solution
du probime de Dirichlet.

Par Masao INOUE.
L’Institut Mathmatique, L’Universit Impriale d’Osaka

(Comrm by T. YosI., M.LA., Dec. 12, 1938.)

Darts cette note nous allons nous occuper d’un procl pour con-
struire la solution du problme de Dirichlet concernant le domaine
limit par une courbe jordanienne simple et ferme.

1. Avant d’entrer au principal, il me faut citer les deux prcieux
articles de M.F. Leja" Sur une famille de fonctions harmoniques dans
le plan lies une fonction donne sur la frontire d’un domaine,) et
Sur une famille de fonctions harmoniques lies une fonction donne
dans un intervalle,’ auxquels je dois une grande partie de la prsente
not.

Voiei ses rsulats obtenus dans on premier article:
Soi D un domaine born queleonque, de frontire F, dans le plan

de la variable eomplexe, et f(z) une fonetion relle, dfinie e continue
sur la frontire F.

Dsignons par un paramtre rel, nun nombre narel. tant
donns n+ 1 point diffrent queleonques ’0, ,---, de F que nous
dsignons par une eule letre = {’0, ’,---, ’}, formons les n+ 1 poly-
n6mes de degr n que voiei

(I)’)(Z, 2 ) rC)lZ ) e,nlf(:i j= O, 1,. n--",,i.,J’$ k s’9

o

Posons

c’est--dire, (z, 2) est la e infrieure du pl aM des modul

,. j= 0,1, n,

lomque, z fint un point quelconque du plan, mais fixe, parcourt la
frongre F.

Ceci sfi, son rultat pncipal est comme suit"
(1) La sui {(z, 2)} M dans le plan entier vers une fonc-

tion limi (z, ) et, si 0, la fonction

1 log (z, 2)

est hamonique et rfilire en dehors de la frontire F.

1) Bulletin de l’Acad. Polon. des Sc. et des Lettres, Sc. Math., KrakSw, 1936, p.
79-91.

2) Ann. de la Soc. Polon. de Math., t. 17, 1938, p. 1-7.
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Ici ajoutons ce qui suit"
Considrons la fonction

...,

et supposons que le minimum de V(’0,’, ...,) soit atteint aux
points" = {$0, e, ..., e} et que leurs indices soient choisis de manire

savoir

Posons ici

On a alors"

pour ]=1, 2,...,n.

H(z, ,) (z,

(2) H(z, 2)[ <:: eEf() en chaque point de F.
(3) La suite {{/I H(z, 2)I} tend en dehors de F vers une fonc-

tion limite H(z, 2), la convergence tant uniforme au voisinage de
chaque point non situ sur F. D’autre part, on a quel que soit 2 0

H(z, )-= (z, 2).

L’auteur a termin son article en remarquant que les fonctions
harmoniques ci-dessus semblent rester en une certaine liaison avec la
rsolution du problme de Dirichlet concernant le domaine D et la
fonction f(z) dfinie sur la frontire F de ce domaine.

2. Le but de notre travail est de dmontrer le thorme suivant:
Thorme. Supposons que D est un domaine limitd par une courbe

jordanienne simple et fermde, F. Alors, les fonctions 1__ log (z, ) con-

vergent uniformment dans D+F vers une fonction limite U(z) lorsque
(0) tend vers zdro, et la fonction U(z) coincide avec f(z) sur la
frontibre F et est identique dans le domaine D la solution du pro-
blbme de Dirichlet pour D et f(z).

Dmonstration. Puisque D est rgulier pour le problme de Diri-
chlet, il existe Ia fonction U(z) qui est continue dans D/F, harmoni-
que dans D et coincide avec f(z) sur F. I1 s’agit de dmontrer qu’on
a dans D+F

lim -!-1 log (z, )= U(z).
0 2

D’aprs (2), on voit qu’on a dans D

1 log[H(z, 2) =<__ U(z) pour tout n et tout 2(=# 0),n
car _!__ log lH(z, 2)[ est une fonction harmonique dans D et est in-

n
frieure U(z) sur F.
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D’o, en vertu de (3), on a dans D

(4) lim _l log (P(z, i) U(Z).

Choisissons maintenant une suite de domaines rguliers (simple-
ment connexes) pour le problme de Dirichlet {D} telle que

D D+ .-- D et lira D=D+F,

ce qui est possible par l’hypothme concernant le domaine D, et formons
un prolongement continu (z) de f(z) dans le plan entier. En dsignant
par U(z) la solution du problme de Dirichlet pour D et (z), on
peut affirmer facilement que les fonctions harmoniques U(z) convergent
uniformment dans D+F vers la fonction U(z), donne plus haukx

>0 tant donn arbitrairement, choisissons une fonction U(z)
telle qu’on air

(5) max [U(z)- U(z) < e.
(z D+F)

On peut alors trouver une fonction analytique (complexe) dans D=,
dont le module en zest gal eU. I1 existe donc d’aprs le thorme
connu de Runge un polynSme P(z) et un hombre J> 0 tels qu’on ait
dans D+F

pour ehaque valeur de e remplissant la condition 1 <=p l+& On
peut erire eette ingalit6 sous la forme suivante-

o/(e) est une fonetion relle (> 0) ne d6pendant que de e et satisfaisant
la eondition

(7) lim/@) = 0.

Cette ingalit6 obtenue, on peut y appliquer le raisonnement que
M.F. Leja a employ6 dans son seeond article preit6"

Soit k le degr6 du polynbme P,(z). Posons a=l/k et soit a un
nombre fixe queleonque satisfaisant aux in6galits 0 < 2 <

I1 est elaire qu’on peut lui faire eorrespondre deux nombres naturels
pet q et un nombre e appartenant l’intervalle [1, l+d] tels qu’on ait

(8) a=e "p/q.

Observons qu’on a l’indgalit

(9) p/q <2 l/k,

car p]q est plus petit que et est plus petit que 1/k.

1) On peut diuire ee fait d’un rsultat obtenu dans ma note" Une consideration
sur le problme de Dirichlet, Proc. 13 (1937), p. 352-357.
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Soit n un nombre naturel fixe quelconque de la forme

(10) n=,.q/, o ,=, 2,

et z un point fixe quelconque dans D/F. Faisons correspondre it
ces deux nombres et au no.mbre consider4 plus haut n+l points
Y= {Yo, Y,-.-, Y} de la frontibre F tels qu’on ait

’)z , r/) < 2Ca.(z, ),),(11) ),(z, it) < max -=,,

ce qui est toujours possible par la d6finition de ((z, t) car on a toujours
,(z, 2)>0. En observant que le degr du polyn6me [P(z)]" est,
d’aprs (9) et (10), inf6rieur n, on a grace t la formule d’interpola-
tion de Lagrange identiquement

[Pk(Z)]= [P()]’ L,().,~, y)

d’o rsulte, d’aprs (6), l’in6galit6

ev’’<)-""(’) <= e’’)+’)" r"’z

Mais on a, d’aprs (8) et (10), =n et, comme

L. (z, )- - (z, , ),
on volt que

et par suite, d’aprs (5) et (11), on a

e"u()-’-’(.)/ 2(n/ 1)e+(’)/ ($(z, 2),

ce qui entraine immdiatement l’ingalith

/ .(z, ) e
V2(n+)

Faisons maintenant tendre le nombre n vers l’infini en posant n=,.q[p
et =p, 2p, 3p, En tenant compte de (1) on ddduit de la dernibre
ingalit la suivante

(z, ) e

et, puisque p 1, on voit que, si 0 < ] <, on a dans D+F

(12) (z, ) ecu()--(+())

Suivant le mme raisonnement, on voit que, si -,. < 2 < 0, on a
dans D+F

(13) (z, ]) ecu()+(’+(’)n

off , est un nombre positif ne dpendant pas de z, a() une fonction
relle C> 0) ne dpendant que de e et satisfaisant la condition

(14) lim ()=0.
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En faisant tendre vers z4ro, on obtient, en tenant compte de
(7), (12), (13) et (14), dans D+F

(15) lim __1 log ($(z, ) U(z)

ce qui donne avec (4) l’galit suivante"

(16) lim 1 log (z, )= U’(z) dans D.

Puis, tudions le comportement de 1 log (z, ) sur la frontibre F

lorsque 2 tend vers zro.
Si z est sur F, on a immiatement par la dfinition de (z, )

1 log ((z, 2) f(z),n
d’o5 vient

(17) lim 1__ log (z, ) f(z)

En vertu de (15) et (17), on a sur la frontire F

(18) lim1 log (P(z, 2)=f(z).

D’aprs (16) et (18), on a enfin dans D/F

lim1 log (z, it)= U(z),

et en notant que les deux fonctions/(e), a(e) et les deux nombres 2, ),,. ne
d4pendent pas de z, on peut affirmer que la convergence est uniforme
dans D+F. Ainsi, le thorbme a dt compltement tabli.


