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1. ur une Extension de la Thorie
des Fonctions de Baire.
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L’Institut Mathmatique, l’Universit Impriale de Hokkaido, Sapporo.

(Comm. by M. FuJIWAa., M.I.A., July 12, 1939.)

La thorie de M.H. Lebesgue sur les fonctions de Baire vient de
discuter la relation entre les fonctions de Baire et les ensembles mesur-
ables (B), et le thorme fondamentle de celle-l est le

Thorme. Pour qu’une fonction f partout ddfinie soit de classe
a, il faut et il su.t que, quel que soient a et b, l’ensemble E(af b)
soit de classe a au plus, et qu’il soit effectivement de classe a pour
certaines valeurs de a et b.1)

Cependant, cette mthode de M.H. Lebegue serait aussi trs utile
dans la thorie des operations analytiques des fonctions. Nous verrons
dans la suite comment cette mthode est utile dans celle-lt.)

Pour ce but, il nous faut d’abord voir la relation entre les opera-
tions analytiques des fonctions et les operations analytiques des en-

Quand une operation analytique (F(x))des fonctions estsembles.

donne sur un espace mtrique R, il existe, d’aprs le thorme 7 de
O.A., pour tout hombre rel a une operation analytique ()(E.) des
ensembles telle qu’on air

Nous pouvons ici distinguer les deux cas, l’un est que l’opration
r()(E) ne dpend pas du hombre rel a et l’autre est ce qui n’est
pas le premier cas. Nous dirons dans le cas premier que l’opration

analytique (F(x)) des fonctions est homogne latralement, et que

les operations (F(x)) et ()(E,) sont adjointes rune l’autre.
nous supposons que l’opration (F,(x)) soit homogneMaintenant,

latralemenk Or, nous ne pouvons conclure dans ce cas que les fonc-

tions de la famille ((R)) sont dtermines par son operation ad-
jointe des ensembles, c’est--dire, une fonction F(x), telle qu’on ait

Ens(F(x) a)e ((R))pour tout nombre rel a, appartient la

famille (P((R)). Maintenant, nous considrons toutes les operations

analytiques des fonctions adjointes l’opration (E.) et nous prenons
la famille () de toutes les fonctions obtenues en appliquant ces
operations sur les fonctions de la famille (R). Nous pouvons ici

1) H. Lebesgue, Sur les fonctions reprsentables analytiquement. Journal de
Mathmatiques, m 6, t. 1 (1905).

2) Pour les dfinitions et notations, voir ma note prc(dente, Sur les operations
analytiques des fonctions. Nous dsignons par O. A. cette note dans la suite.
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encore distinguer les deux cas, l’un est qu’il existe une olration
analytique (*(F()) des fonctions telle qu’on air (P*((R))=() et
l’autre est ce qui n’est pas le premier cas. Nous dirons dans le premier

casque l’olration ($*(F(x)) est sature par rapport l’opration

(E) des ensembles. Mais, nous pouvons donner les exemples des
operations analytiques des ensembles telles qu’il n’existe pas l’opration
analytique sature par rapport celle-l. D’of nous avons un problme
suivant quelque operation analytique des ensembles a-t-elle l’opration
sature par rapport celle-l et quelle operation analytique des fonc-
tions est-elle saturge par rapport celle-l ?

1. Les pr$liminaires. Avant de rechercher le problme donn,
nous introduirons quelques notions. Quand une famille des fonctions
jouit de la proprit suivante" la borne suprieure de toute suite infinie
(ou finie) des fonctions de appartient aussi , nous dirons que

est du type (a, *) (ou (s, *)). De mme, quand la borne infrieure de
toute suite infinie (ou finie) des fonctions de appartient aussi ,
nous dirons que est du type (*, 5) (ou (*, d)). Enfin, quand est

la lois du type (s, *) et (., ) nous dirons que est du type (s, 8).
De mme, nous dfinirons la famille du type (a,) ou bien (s,d)ou
bien (, d).

Puis nous prolongerons la notion de la limite sur les operations
analytiques des fonctions. Nous dirons qu’une suite {0(z)} (n=l,
2, ...)des fonctions de la famille (R) converge faiblement vers la
limite (F’())par rapport ((F(z)), quand il existe une suite

{/)()} (n=l, 2, ...) des fonctions de la famille (R} telle qu’on air

-($(F)(x))=((/)(x)), et nous dsignons par L(P((R)) la famille

de routes les limites de la convergence faible des suites des fonctions
de la famille (R).

2. L’existence des opdrations analytiques saturdes.
Thorme 1. Soient R un espace et r(E.) une operation analytique

des ensembles dfinie sur toute suite des sates-ensembles de R. Quand

la famille ((R)) est multiplizative,) il existe l’op$ration analytique
sature par rapport r(E) et rile est l’opration analytique (P(F())
adjointe r(E) ayant la propritd suivante (*)" quand une fonction
F() appartient la famille (P((R)), la fonction z(F(x)), oft

digne une fonction arbitraire continue, croissante monotone sur l’in-

terva c t / , appartient aussi ((R)).
Dmonstration. ]tant donn un intervalle ferm I=[O, 1], nous

pouvons donner sur l’espace R [I] une fonction caractristique d’un
sous-ensemble de R x [I] de faons que la famille F(8, R) est celle des

1) Nous dirons qu’une famille des ensembles est multiplicative, quand la partie
commune d’une infinit( dnombrable des ensembles de appartient aussi .
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fonctions caractristiques des ensembles de la famille ((R)).) Par
consequent, nous pouvons aussi choisir sur R x [I] les bases 8 (-1,
2, ...) des cribles ferms des fonctions telles qu’on air F(8, R)-F(8, R)
(--1, 2, ...) et que, quelle que soit la suite {E} (-1.2, ...) des en-

Sembles de la famille ((R)), nous puissions choisir dans l’espace
R [ un sous-ensemble ferm H de sorte que F(8; H) soit la fonction
caracthristique de E.

Or, l’ensemble de tous les hombres rationnels est effectivement d-
nombrable et done nous pouvons les ranger en une suite {} (n-1,
2, ...). Maintenant, nous dfinirons sur l’espace R [/] la fonction 8"
de manibre qu’on air pour tout hombre rdel (-oo)

Ens(* r)= H E..rn_r

La fonction 0* est une base d’un crible ferm6 des fonctions qui
repr6sente rop6ration analytique satur6e par rapport (E), ee qui
d6montre l’existenee de eelle-l.

Puis, soit 0(F(z)) une op6ration analytique des fonctions ad-
jointe (E) ayant la propri6t6 (*). Quand une fonetion F(z) d6finie
sur R jouit de la propri6t6 suivante- quel que soit le nombre r6el r,
l’ensemble Ens (F(x) => r) appartient la famille ((R)), la fonetion
earaet6ristique de l’ensemble Ens (F(z) r) pour tout nombre r6el r

la famille 0((R)) et done pour tout hombreappartient naturel
onction

{ (k+l Z__(), k=_2, -2"+1 ..., 2"-1)})(X)=u- max --2
off ()dsigne la fonction caract6ristique de l’ensemble Ens((F(x)) r)
et (t) die la fonction telle qu’on air ()=1 et (t)= t

ur t, appartient la famille ((R)). Par conquent, la
fonction F(z)=b. i. F(x) apparfient aui la famille $((R)), d’o

(F()) t satur par raprt (E). C.Q.F.D.
Rerq. Quand une oration analytique (F.(x)) d fonctions

definie sur un pace mtrique R est loque, la famille ((R))
jouit de la propri (*).

Corollre 1. St R un pe trique et (F(x)) u o-
rat alytiq fti dfinie r R. famine
((R)) t du type (*,)etjit de dte (*), l’operat (F(x))
t satur par tappet s orat adjnte.

Corolhim 2. Snt R un ece mdte et (F(x)) u -1) Thorne 6, O.A.
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ration topologique des fonctions d2finie sur R. Quand la famille
(P((R)) est du type (., ), l’opration (F,(x)) est saturde par rapport

a son operation adointe.
Corollaire 3. Soient R un espace m$trique et (F.(x)) une

ration analytique des fonctions ddfinie sur R. Quand la famille
(e(R))

1, si l’on a F(x)e(((R)), on a aussi F(x)/ce((R)) et

cF(x)e ((R)) (c:>O), o c ddsigne un hombre rdel,

ao,

4, si une suite (F(x)} (n-l, 2, ...)des fonctions de la famille
((R)) converge uniformdment vers la fonction F(x) sur R, on

l’opdration ((F(x)) est saturde rapport a son operation adjointe.D

Remarque. "Vollig autarke Funktionensystem ") de H. Hahn
remplit les conditions 1-4 du corollaire 3.

3. Les prorpidts totales des operations analytiquez saturdes. Nous
donnerons ici les proprit(s totales des operations analytiques sature
D’aprs la dfinition de celles-ci, nous avons sans peine le

Thorme 2. Soint (F.(x))une opdration analytique des fonc-
tions dfinie sur un espace mdtrique R. Quand la famille ((R))
est du type (*, )et jouit de la proprit (.), pour qu’une fonction F(x)

dfinie sur R appartienne d la famille (P((R)) // faut et il su2t
qu’on air Ens (F(x)r)e(P((R)) pour tout nombre rdel r, ou (E,)

dsigne l’opdration adjointe de (F(x)).
Corollaire 4. En la mdme hypothse que le thdorme 2, pour qu’une

fonction F(x) ddfinie sur R appartienne a la famille L((R)), il

faut et il su2t que, quels que soient les deux hombres rdels a et b (a b),
on air toujours Ens (a F(x) b) e r((R)), o (E) ddsigne l’opg-

Thorme 3. En la mdme hypothe que le thorme 2, quand une
suite {F(x)} des fonctians de la famille ((R)) converge uniformd-

1) Nous pouvons donner une operation analytique (Fn(x)) des fonctions definie
sur un espace mStrique R telle que (Fn(x)) ne soit pas sature par rapport son
operation adjointe et que la famille ((R)) remplissent les conditions 1, o, et 4 de
ce corollaire.

2) H. Hahn, Reelle Funktionen, Bd. L 1932, Leipzig, p. 236.
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men vers une fonction F(x) sur R, la fonction F(x) appartien aussi la

famille ((R)).
(F(x)) une opdration analytique des fonc-Thorme 4. Soient

tions, definie sur un espace mdtrique R et Z(t, t, ..., t) une fonction
continue des variables t, t, ..., t, telle qu’elle soit monotone croissante
pour chaque variable t. Quand l’opdration (F,(x)) est du type (s, )
et jouit de la propridtd (.), nous avons tanjours pour les fonction
F(x) (k-l,2, ..., n) de la famille (P((R)), ;(F(x), F(x),

Dmonstration. Pour la simplicitY, nous nous satisfaisons de con-
sidrer le cas off m=2.

Maintenant, nous prenons l’espace produit Ro=R x T x T, off T
(k= 1, 2) dsignent respectivement l’intervalle [- oo, + oo], et les
images gomtriques C(k= 1, 2) des foctions F(x) respectivement dans
R x T. Etant donn un nombre rel r, nous considrons l’ensemble
N=Ens (r g Z(t,, &)), dans l’espace T, x T. Nous avons alors

Or, l’ensemble (C x T) (C x T,) (R x N) a la structure suivante, ltant
donnfi un nombre naturel n, nous prenons les rectangles

L’ensemble
(i, j= -n, -n-t-l, -n+2, ..., n-l).
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Remarqu Dans le thorbme 4, les hypothbses que l’opration

((F()) est du type (s, *) et jouit de la prop4t (*) nt nmires
Thrme 5. Snt (F(x)) u rati atiq ft

adtnt l’hypothse du thin,me 4 et (t, , ..., t) ufti c-
tin des vaab t, , ..., t. N avo tjours pr l fti
F(x) (k=l, 2, ..., m) de famil LO((R))

4. Les propridtds local des opdratis alytiqu saturd.

Thrme 6. St (F,(x)) une opdration topologique des fti
ddfinie r un pe trique R. Quand la famale ((R)) est du

type (*, ), toute fti F(x) ddfin r R de ste qu’ee aprtt
a la famale ((U)) a un vonage U de cque pnt de R ap-

partient a la famille
Dmonstmtion. D’aprs l’hypo, nous pouvons faire copondre

un voisage U(p) chaque point p de R de manire que la fonction

F(x) sur U(p)appartienne la famille (U(p)))et donc nous pou-

vons donner une ste transfinie (p} ( y) des poin de R de sor
qu’on ait R= U(p). Nous prenons maintenant un hombre sitif r

<
l qu’on ait U(p)= U(p, r)1) et pons comme il suit,

U( 1 +kk )
Oi’’)= Z (P) (k, n= 1, 2, ...).

eOk) dis (p, R-U(p))

Nous avons alors toujoum

dis (Oil’s), Oi")) pour > 2.
n

Nous ns encore

2n’ 2(1+k)
et U(’ ") U

s ensembles ’") nt alom onves et nous avons U(’’)=R.
L’enmble U’) est connu dans U(p) et done nous uvons dfinir

k, n)les fonctions continues suprieurement . (x) (j=l, 2, ...), sur R de

la faon qu’on air F(x)=()’)(x)) sur U’’) et F(x)% s R-

U’’) Or, nous avons F(x)=b. i. . ], et par suite d’aprs
(k,

l’hypothe, nous avons F(x) e ((R)). C.Q.F.D.

1) Itant donns un sous-ensemble E de R et un nombre positif r, U(E, r) digne
l’ensemble de tous les points p tels qu’on ait dis (p, E) r.
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Corollaire 5. Soit a(F,(x)) une o2ration analy$ique des fonetions
admettant l’hypothse du thdorme 6. Pour qu’une fonction F() sur

R appartent a la famille ((R)), //faut et l su.t que, quels que

soient le point p de R et le hombre proitif e, qu’il existe un voisinage U(p)

air IF(x)-G(x)]< e pour tout point du voisinage U(p).
5. L’exemple d’une opdration analytique. Enfin, nous ajouterons

un exemple d’une" operation analytique des fonctions qui n’est pas sature
par rapport son olration adjointe. D’aprs le corollaire 1, une

operation analytique (F,(x)) des fonctions dfinie sur un espace m-
trique R, telle que la famille (((R)) soit de type (*, ) et jouisse de
le propri(t (*), est sature par rapport/i son operation adjointe, mais

il existe une operation analytique (F,(x)) des fonctions dfinie sur R
telle que la famille ((R)) soit du type (*, d) et jouisse de la pro-

prite (*) et que l’opration (F(x)) ne soit pas sature par rapport

son operation adjointe, c’est ce qui je donnerai dans la suite.
En prenant dans l’ensemble R* de tousles hombres irrationnels

x, tels qu’on ait 0<:x<:l, un point x0, nous considrons une suite I
(k=1,2, ...) des intervalles de R* telle qu’on ait x0I (k--l, 2, ...),
II.=0 pour i-j et lim I--(Xo). Nous prenons encore dans I un

k-)

sous-ensemble !tl tel qu’it soit une image topologique d’un ensemble
universel des ensembles projectifs de la classe k contenus dans R* et
posons =(Xo)+.9. Alors, une operation analytique

des fonctions dfinie comme il suit

(F.,......(x))=b.s. {b.i.F.,.,....(x)}
k

n’est pas saturde par rapport son operation adjointe, mais la famille

(P((R)) jouit de la proprit (*). Or, la famille de toutes les fonc-
tions rain (Fl(X),F2(x)) obtenues lorsque Fl(X) et F,(x) parcourt les

fonctions de la famille )((R)) peut tre reprentde par une operation

analytique des fonctions, c’est-t-dire il existe une telle operation

)(F,,(x)) remplissant la condition )*((R))=. La famille est du
type (*, d) et jouit de le proprit (*), mais (*(F(x)) n’est pas sa-

turde par rapport son operation adjointe.


