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Bemerkungen zur Theorie der allgemeinen
Kugelfunktionen.

Von Yukiyosi KAWADA.
Mathematisches Institut der Kaiserlichen Universit/it, Tokyo.

(Comm. by T. TAKGI, .I.A., Dec. 12, 1939.)

In tier vorliegenden Note soll zunRchst die bekannte Theorie der
abgeschlossenen Familie (closed amily) yon fastperiodischen Funktionen
au einer Gruppe (D au die rechtsseitig abgeschlossene Familie ver-
allgemeinert werden ( 1). Daraus wird sich die Weylsche Theorie
der Entwicklung yon Funktionen au der homogenen Mannigfaltigkeit
herleiten lassen ( 2). Zum Schluss sollen als wichtiges Beispiel die
Kugelfunktionen au der -dimensionalen Kugel gruppentheoretisch n/iher
betrachtet werden ( 3).

1. Fiir eine abstrakte Gruppe ( definieren wit nach dem Vorbild
yon J. yon Neumann (N. Def. 13) die rechtssetg bgesctdossene Fmilie

yon fastperiodischen Funktionen folgendermassen-
1) ist die Menge yon (komplexwertigen)astperiodischen Funk-

tionen f(s) auf (.
2) Aus f(s) folgt f(sa)e , falls a ein Element aus @ ist.
3) Aus f(s), g(s) folgt af(s)+g(s), falls a, Konstanten

sind.
4) Aus f,,(s) (n= 1, 2, ...) und f(s) -,f(s) gleichmissig auf (

(bei n - oo ) folgt f(s).
Im folgenden bedeutet immer eine rechtsseitig abgeschlossene

Familie. Es sei nun ’s -D(s)= (d(s)) eine irreduzible unire Dar-
stellung n-ten Grades von (, und m sei ein Darstellungsmodul yon ),
welcher aus Funktionen von besteht, wobei t.f(s)=f(sO bedeutet.
Wenn also (f(s),...,f,(s)) eine passend gewihlte Basis yon mist, dann
gilt nimlich

(1) t(f(s), ...,f,(s))- (fl(st), ...,f,(st))--(f(s), ..., f,(s))D(t),
Insbesondere ist

(2) (fl(s), ...,f,(s))= (f,(1), .o.,f,(1))D(s);
Also entspricht jedem Darstellungsmodul m yon D ein n-dimensionaler
(komplexwertiger) Euklidischer Vektor

(3) ,(m, )= (f(1), ...,f(1)),
der vom 0-Vektor verschieden und bis auf einen Konstantenfoktor dutch
m und eindeutig bestimmt ist.

1) J. yon Neumenn, Almost periodic functions in a group; Trans. Am. math. Soc.,
38, (1934); im folgenken zitiert mit (N).

2) H. Weyl, Harmonics on spherical manifolds, Annals of math., 35, (1934).
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Sind (f(s), ...,f,(s)) und ((s),...,f’,(s)) (, e ) Basen zweier
Darstellungsmoduln von , so ergibt sich aus jedem von beiden eine

earstellung wie bei (1), und (ay(s)//(s), ..., af,(s)+flf’,,(s)) ist deshalb
auch eine Basis eines Darstellungsmoduls von aus , falls a,/ Konstanten
sind. Einer Darstellung 1Rsst sich also ein linearer Unterraum
!() im n-dimensionalen komplexen Euklidischen Raume zuordnen, der
aus Vektoren a(m, ) fiir alle Darstellungsmoduln m von aus be-
stehen. Wenn ) und ’ Rquivalent sind, also p-1D(s)P=D’(s) fiir eine
konstante Matrix P gilt, so ist !())P=8(’). Daher ist die Dimension
r yon !() eindeutig durch die iquivalente Darstellungsklasse bestimmt.

Eine unitre Transformation P yon Koordinaten in {!i. kSnnen wir
so wRhlen, dass !()P aus (m, )P= (1, 0, ..., 0), (m2, )P= (0, 1, 0,
.., 0), ..., (m, )P= (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0) linear aufgespannt wird. Da-
mit sehen wir sofort aus (2) und (3) ein, dass fiir die Darstellung ’s -- d(s) P-D(.s) m ald(s) -"" -a.di.(s) mit konstanten

a, ..., a, (i=l, ..., r) sind, wobei r die Dimension von () bedeutet.
Wir nennen eine solche Darstellung ’in bezug auf normiert. Als-
dann gilt der folgende

Satz 1. Fir jede unitdre irreduzible Darstellung o van ( gibt es
eine unitiir dquivalente in bezug auf normierte Darstellung

(s D(s)= (d(s)) ) mit folgenden Eigenschaften

1) Alle d(s) (i=l,...,r;j=l,...,n) gehOren zu , wo r=
dim (0) /st.

2) Fir jede Basis (.f(s), .,f,(s)) des Darstellungsmoduls m yon, die aus Funktionen yon besteht, mit der Eigenschaft (1) gilt

j(s) , ad(s) (j 1,..., n; a Konstante).
-1

Wir nennen diejenige unitre Darstellung von (, die einen Dar-
stellungsmodul aus hat, eine -Darstellung.

Satz 2. Fir jede unitSre irreduzible -Darsellung ’ n(’)-ten
Grades yon ( sei eine unitdr dquivalente in bezug auf normierte
Darstellung " s--) (d(s)) zugeordnet.

1) Fir die Gesamtheit ()= {d])(s)} (i= 1, ..., r(()); r())
dim !(()) j 1, ..., n(())) der (in bezug auf normierten) unitdren

irreduziblen -Darstellungen gilt die Parsevalsche Gleichung : fir
jede f(s), g(s) e gilt

Mf(s) g(s) 1 (()) ,((b

n((tO) =1 --I
:’/ ’/’i

mit

-" Mf(s) d(.. ’(s ) Mg(s) d("’(s)

2) Fir jede f(s) e gibt es endlich vide d)(s) e (), so .da
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(tD d(/D 8 (t)f()- r ( ) (r,

fr jes O.
weis. Wie i N., Satz 31, gilt die folgende Taache-
1) Wenn f(s) e ist, ist auch fx g(s) e ffir liebige fast-

odische nktion g(s).

2) Aus dds) e folgt d,,(s) e (l= 1, ..., n()).
3) Ist ffir irgendeine unire irreduzible Damtellung yon und

eine Funktion f(s)e a=M(s)d(s) 0, so gehSrt d(s) zu , also
zu ().

3) Lt sich so wein" wegen

ll

mit a 0 bilde Sysm

aljdll(8), ..., . atd(s)

nach 1)eine Basis eines zu gehSrigen Datellunmuls yon .
Also ist eine -Dallung. Nach Satz 1, 2) lt a=O ffir lr=
dim (), da r uns jede -Dstellung in zug auf nomiert
denken also i r und dr(s)e er (). Daher lt die Pavalsche
Gleichung wie i N., Satz 31.

Approximationssatz 2) folgt nach 1) und 3) aus der Ungleichung

f(s)-f g (s) < ( ’, x =)

wie i tze 18 und 29 von N.
2. Es i nun eine Punktmenge und deren transitive Trans-

formationgruppe @ gegen, woi eine Transformaon eine eineindeutige
Zuordnung von auf sich selbst eutet. Wir kSnnen a einer kom-
plexwertigen Funktion f(P) auf eine enprechende Funktion f(s)=
f(P]) auf @ ffir einen timmn Punkt Po von herlein; woi
d Bild von Pe durch die Transformation s e@ ist. sei die

Gemtheit aller Transformationen t mit P=Po, dann hen wir so-
fo folgende Tache ein" dann und nur dann lsst sich eine Funk-
tion f(s) auf aus einer Funktion auf (ffir einen timmten Punkt
P0) wie on herleiten, wenn f()=f(s) ffir jede t aus lt.

I. Wir nennen eine Funktion f(P) auf fastriih, wenn

{s.f(P) (=f(P’))} (se @) nach der Metk p(f(P), g(P))=p
([f(P)-g(P)[), e-Netz i jem e>0 hat; er, w dl ist,

die enprechende Funktion f(s)=f() auf im Sinne yon J. von
Neumann ftish ist.D Die Gemtheit aller ftihen
nkonen a , ffir die f()=f(s) i jem t a lt, bildet er-
sichtlich eine rechseig abschlosne Familie (). Wenn r al
im Satz 2 =() tzen und f(s)=f(P]), M auf @ durch f(P) bzw.

1) Vgl. N. und W. Maak, Eine neue Definition der fastperiodischen Funktionen;
Abhandlungen aus dem math. Seminar, Hamburg, 11, (1936).
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M au ) ersetzen, so gewinnen wir gerade die am Anfang erwihnte
Weylsche Theorie.

II. Es sei nun ein Kompaktum und ( enthalte nut stetige
Transormationen. Falls wit dann die Metrik in ( (s, t)--
max (P, P) aus der yon einffihren, so sei ’( ferner eine se-
parable kompakte topologische Gruppe. Alsdann ist hommorph
mit dem Zerlegungsraum yon ( nach den Nebengruppen yon der ab-
geschlossenen Untergruppe . Alle stetigen Funktionen au , die
f(ts)=f(s), tY genfigen, bilden auch die rechtsseitig abgeschlossene
Familie 0(), und wenn wit im Satz 2 =0() setzen, k6nnen wir
entsprechend f(s)bzw. M, auf ( dutch die stetige Funktion f(P) bzw.
das eindeutig existierende bzgl. der Transformationen aus ( invariante
Integral auf ersetzen.

In beiden Fillen gilt der folgende.
Satz 3. r=dim() im Satz ist gerade die Anzahl a der

Hauptdarstellung yon (t-- 1, te) in ), wenn ) als die Darstellung
van roll reduziert wird. Eine Darstellung ) ist also dann und nur
dann ()-oder o()-Darstellung, wenn in der yon der Haupt-
darstellung van induzierten DarstellungD als irreduziebler Bestandteil
enthalten ist.

Beweis. Aus dij(s)-- d(s), insbesondere did(t) (i= 1, ..., r; j
1,...,n) bei t e

0folgt =,0 D(t)]’ da D(t) unit/ir ist. Also ist ar. Wenn

umgekehrt QDQ-=D’, D’(t)=0 D(t)J gilt, so gehSren d’.(s)(i=1,
..., a; 3"=1, ..., n) zu ()), und den Basen (d(s), ..., d(s))Q aer Dar-
stellungsmoduln
(0, ..., 0, 1, 0, ..., 0)Q spannen einen a-dimensionalen Linearraum in ()
auf. Daher ist a r, also a=r.

Wegen der slg4teren Anwendung sei bier noch der folgende Hilfs-
satz bemerkt, der analog wie bei Satz 3 leicht zu beweisen ist.

Hilfssaz 1. Wenn eine unit Darstellung ) van ( einen Dar-
stellungsmodul aus () (oder 0(o)) besitzt, und zwar die Hauptdar-
stellung yon

irreduzibd.
3. Als das wichtige Beispiel sei nun 2) die n-1-dimensionale Kugel

$(/---+=1) und ( die reelle orthogonale Gruppe n-ten Grades
D. Wir topologisieren $, und , wie iiblich und denken uns o())
von 2. II. Wird P0=(1, 0, ..., 0) gesetzt, dann ist

_
die Gesamt-

heir aller Elemente yon der Form

0(4) (01 O,_1),
Es sei noch 2)l, bzw. die Gesamtheit aller homogenen Polynome in
x, ...,x m-ten Grades auf , bzw. aller Polynome auf $., deren

1) T. Nakayama, A remark on representations of groups; Bull. Am. math. Soc.,
(1938). r-a besagt nach dem Satz 2 die bekannte Relation fiir induzierte Darstellung.
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Grade hSchstens m sind, dann bildet !fft bzw. einen Darstellungs-
modul von D.

Wir sehen nun leicht die folgenden Tatsachen ein:
1) Wenn ein Polynom f(z, ..., z) auf jedem Punkt yon ver-

schwindet, so ist f(x, ..., x,,) (+... +-1) g(x,, ..., x,,), wo g(z, ..., z)
auch ein Polynom ist. Also ist insbesondere f(x, ...,x)=0, wenn f
homogen ist.

2) Es gilt _./ ![--lm_2(m 2).
3) Es sei fiir ein Polynom f(x,,..., x) bei jedem O, e ,f(x,,..., x,)

f(x, ..., x’), wo (x, ..., x)= (x,, ..., x,)-O, ist, dann ist f(x,, ..., x,) ein
Polynom von z +--- +x,.’)

Aus 1)folgt zunichst Rang,=h=(n+m-1)- Wenn man,
!l in die drekte Summe der (nach dem inneren Produkt (fi g)=[.dv)
zueinander orthogonalen Moduln !I_2, ! zerlegt

so ist !l auch ein Darstellungsmodul mit dem Rang h,,,-h_, weil
!l und

_
beide Darstellungsmoduln sind. Fiir m-l,0 setzen wir

=2, 0=!l Dann gilt nach 2) eine direkte Zerlegung yon =
Hilfssatz . Die Darstellung yon durch o ist irreduzible.
Um das zu beweisen, benutzen wir den Hilfssatz 1. Es gibe also

zwei linear unabhingige Polynome f, f’ in !Y)l, die beide die Haupt-
darstellung von o geben" nimlich f(x,..., x,)=f(xi, x, ..., x’) und
.f’(xl, ..., x,,,)=f’(x,, , ..., x,) (aus (4)), wenn (x, ..., x;)=(x2, ..., x)O_,
O_e-_ ist. Wenn wir aber f(, ..., x)=J axg(x, ..., ) setzen,

dann ist g(z, x,) g(x’z, g(.., ., x,), also nach 3) g(xz, ..., x,)= (+.-.
/))=g,-((1-)) auf . Daher ist f(xz, ...,x,)=j(xz) vom Grade m
auf ,, weil fe !l aus !/ _z=0 nicht ausarten kann. Gleicher-
weise wire f(xz, ..., x,)=fl0(xz) vom Grade m. Also wire af- e

_
1) Hier gebe ich einen Beweis. 1)Es sei f homogen vom Grade m, dann ist

f(x, x,):rmf(_,..., x,r )=0", wo rz:(+---+z)ist. Wenn f nicht homogen vom

Ge m ist, kSnnen wir homogenes Polynom bzw. d Gr m bzw. m-1
wRhlen, so f+(m. + +x-1) gilt. We=+ 0 wfire, dann we

0=( x’ ;’.):r--(x,,..xn)+r-m+(x xn),alr:(x,,..xn).(x,,

xn)-l, w unmSglich ist. 2) i f(x x)=g(x x), fe, ge m-i a, dn istf--g=(+...+x-l).h(x ,x), hem- nh 1). Wenn mn h(x
xn)=(x, xn)+(x x), h e m-2 bzw. e m-s, zerle, ist f=(+...+
)h. 3) Es genfi denjenigen Fall zu trhn, d f homogen yore Gre m
ist. A f(x xn)=f(x x)=a=Konmnt auf , ergibt sich f(x xn)=.
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mit Konstanten a, {(:k= 0), und zwar af-f=O (wegen )l f _=0);
was der Annahme widerspcht.

Hilfa 3. Der Mod , der die Gamtit r homogenen

Polyn vo ade m it f= =0 t, stimm it

berein.
Denn 3=3 und = sind klar. Es sei nun = (r m),

dann weisen wir = folgenderwei. Nach der Vorautzung
lt aus (5)

(7)

Wie in der fiblichen Theorie der Kugelfunktionen sind und (m r)
zueinander orthogonal nach dem Grchen Sate, al ist a (7)auch

zu

_
orthogonal, und aus (5). Wie leicht zu hen

ist, ist ein Damllungsmul von D, daher fol= aus
nach dem Hilftz 2.

Sa$z $. D thognB (x, ..., ), ..., f:(x, ..., x),
(r=h-h_= (m+n-3) (2re+n-2) fr m> 2" r=n, r0=l) yon

(n-2)m
(m=0, 1, 2, ...) sind ein votdndig thogonas System.
wis. Nach dem Weiemtmhen Approximationstz bt es ffir

je stige Funktion f auf ein Polynom p(x, ...,x) i jem
e 0, so dass f-p(x, ..., x)] auf lt. Ar a (6), (7) ist
p(x, ...,x,)linre Kombination von endlich vielen ), al lt der
Satz.

Da rr+ ist, sind alle iuziblen Damllungen (re=O,
1, ...) verschieden. Also ist r=dim () im Satz 2 mflich gleich 1
in unrem Fall. Wenn wir (5), (6) und (7) mit der Damtellungsthe
yon vergleichen, sehen wir, ohne ndere Schwiegkein, ds= Po(m, 0, ..., 0)D ist. Die merkwfirdige Tatche,d alle
irruziblen stetigen Damllungen yon der eigenflich ohogonalen
Gmp durchluft, ist also n ffir n=3 richtig, und ffir n 3
bt es sicher irruzible stetige Darsllung von D, die nicht in
(m 0, 1, ...) auftfitt.

1) H. Weyl, The classical groups; (1939), Chapter V.


