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ber die Geometrie des Systems der partiellen
Differentialgleichungen dritter Ordnung.

Von Shisanji HOKARI.
Geometrisches Seminar der Hokkaido Kaiserlichen Universitt, Sapporo.

(Comm. by M. FUJIWARA, M.I.A., March 12, 1940.)

1. Die Geometrie der Bahnen (paths) ist zuerst yon J. Douglas
im Falle des verallgemeinerten Systems der partiellen Differential
gleichungen zweiter Ordnung

(1)
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(i,j,...=l, 2,...,n; a,/, =i, , ..., ;
erweitert worden1). Nach einigen Jahren hat E. Bortolotti auf ein
solches System (1) (H- von den Parametern ur abhingig) eine neue
Geometrie, die intrinsik genannt wird, unter der Gruppe aller Koor-
dinaten- und Parameter-transformationen aufgebaut-. Die intrinsike
Theorie dieses Systems ist auch yon D.D. Kosambi durch die ihm
eigentiimliche Variationsmethode gemacht worden). Herren Prof. Dr. A.
Kawaguchi und H. Hombu haben im Jahre 1937 eine schSne allgemeine
geometrische Theorie des Systems der partiellen Differentialgleichungen
m( 2)-ter Ordnung gebracht aber diese Theorie ist meistens an).
Es stellt sich die ausserordentliche Schwierigkeit der Grundlegung der
intrinsiken geometrischen Theorie der partiellen Differentialgleichungen
m-ter Ordnung fiir m 3 und K 2 heraus und die intrinsike Theorie
im Falle m=3 ist neulich nur fir die spezie Form yon Hsr ent-
wickelt worden).

In der vorliegenden Arbeit mSchten wir uns mit der Grundlegung
der intrinsiken Theorie des Systems der partiellen Differentialgleichungen
dritter Ordnung beschiftigen. Den Fall anderer Werte von m(> 3)
werden wir spiter behandeln).
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2. Es Seien x(i, j, k, 1, 2, ..., n) die Koordinaten eines Punktes
in einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit X und u(a,, r, =i,,
.., ; K<: n) voneinander unabhingige Parameter. Mittels dieser
Parameter wird jede K-dimensionale Fliche in X durch die Gleichun-
gen x,=x,(ui, ..., k)gegeben. In jedem Punkte der K-dimensionalen
Fliche bestimmt ein Wertesystem der GrSssen

ein Flichenelement zweiter Ordnung. Wenn wir jetzt in jedem Punkte
yon X ein beliebiges Wertesystem (2) adjungieren, so kommt bekannt-

lich die l(+5)-dimensionale Mannigfaltigkeit .) zustande, die aus
2

allen K-dimensionalen Flichenelementen zweiter 0rdnung besteht.
Wit ziehen nun ein System der partiellen Differentialgleichungen

dritter Ordnung

(3)

in Betracht, wo H, abkiirzend fiir H,,. eingefiihrt ist. Dabei setzen
wir voraus, dass die Funktionen Ht, notwendig vielmal differenzierbar
und symmetrisch in bezug auf a, a2, a3 sind. Wenn das System (3) eine

LSsung x x(ui, u2, uiC), deren funktionale Matrix \-0-u/ den hSch-

sten Rang K hat, gestattet, so ist ihr Ort eine K-dimensionale Fliche in
X.. Die sogenannte intrinsike Theorie im Sinne von E. Bortolotti
besagt, dass sie unter den Koordinaten-und den Parameter-transforma-
tionen

(4) , ,(1, , .-., ), u,=u,(ui, u, ..., u)
invariant ist.

Unter den betreffenden Transformationen (4) haben wir die Trans-
formationsformeln yon Pw, P,

i" ,,hi y" [Ta T[a " TTa TTaz q-PaXii ,
(5)

," ,.,,, X," ,,. TT,,+ . ," U:U,,: "3p,.pXU +px Ut

wobei abkiirzend gesetzt sind:

USW.,

usw.
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folglich bestehen die Beziehungen

H bestehen die Beziehungen gemiss (5)Zwischen H und

H Y’" TTe,. TTe o,,,d, _j " TTe, Xj

I i" TTaz =, i ] k i" TTazTanPaYanPani]k aa( a

Die intrinsike Geometrie ist nichts anderes als die Invariantentheorie
des Funktionensystems H, dessen Transformationsormel bei den
simultanen Transormationen (4) mit (6) gegeben werden.

Wir benutzen die Verkiirzung

j .jfir die Funktion f(u, z’, p,, p) in . Dies ist nichts anderes als
die Ableitung yon f lings der Integralfliche yon (3). Wenn die nK
GrSssen v in .2), welche im allgemeinen yon u, z, p, p. abhingig
sind, sich bei den simultanen Transformationen (4) folgendermassen
transformieren: vi’a’--viaX’U’, so nennen wir v einen gemischten
kontravarianten Affinor zweiter Stufe. Fiir diesen Affinor werden die
Ableitungen l/ings der Integralfliche yon (3) durch die Beziehungen

(7)

definieren, wo / und G auch yon ur,a, p,, abh/ngen mSgen
und mittels der gegebenen GrSsse H, sich bestimmen sollen.

3. Aus der Transformationsformel (6) yon H fiihren wir dureh
die wiederholten Differentiationen nach den hSchsten Ableitungen

(8)

(9)

infolgedessen gehen diese Gleichungen tiber in

(10)
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(11) A= ,-) .r)

So sind A die Bestimmungszahlen eines Affinors. Setzen wir nun vor-
aus, dass die Matrix (AD den hSchsten Rang K hat, so gibt es einen
Affinor a#, der den Beziehungen

(12) rAar=
h/ {:a’2) (a.r)gentigt. Multiplizieren wir dazu die Gleichungen (10) mit H).,(..,

so kommt durch berschiebung in bezug auf i’ unter Beriicksichtigung
von (11)

? ,;,.,) ,r,) r:, v) ): U’U:,U,- Air’s, U,_p,U"
Daher haben wir wegen (12)

wobei gesetzt sind"

Daraus fol dureh Ohiebung in zug auf r’
(13) L., L=Ui, Ui,,U"

2 L ffir K>I getzt is Die Gr6s L= spielt diewoi L.- K- 1
wichtige lle in uniter Theorie.

4. Wenn r (8)nh ’’ ’’al,, a rhien, so lautet

(14)

-(K+2)5;U,#,U"

Mit Hilfe yon (13) und (14) kSnnen wir den folgenden Satz aussprechen
Satz 1. Die n2K GrSssen

2 =’"’) (K+2)L=}(15) /- (KLF1)(K+2 {H,,,_:

transformieren sich bei den multanen Trafortien ($) wie folgt

(16) F,,

Um die Gr6e
timmen, chten wir im F4genden die GrS H,;.,r). Wir
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haben sogleich die Transformationsformel dieser GrSsse aus (8)

1

2)XX,p,(r,/)U,,U,Urr"

Mit Hilfe von (13), (16) und (17) kSnnen wir den folgenden Satz be-
weisen

Satz . Die 1--K(K+ 1) Gr6ssen
2

(18) Gr __l{(g+ r er)}2)F(o-2Ho; 2Ln

transformieren sich bei den simultanen Transformationen (4)wiefolgt
r ,(19) G[;, {G,U,,U,/

und sind symmetrisch in bezug auf a und .
Es ist zu beachten, dass die aus H, abgeleiteten GrSssen F,G

jede nur die ein- und zweimaligen Ableitungen von H, nach den
hSchsten Ableitungen p,. enthalten; daher wird die Obertragung
1/ings der Integralfl/iche von {3) fiir beliebigen Affinor v" durch (7)
vollstiindig bestimmt. Fiir anderen Affinor hSherer Stufe wird die
kovariante Ableitung lings der Integralfliche yon (3) wie iiblich de-
finiert Die oben erklirten Tatsachen ergeben zur Folge den folgenden
Satz.

Satz 3. Es sei ein System der partiellen Differentialgleichungen
dritter Ordnung (3) gegeben. Dann bestimmt sich in F( eine intrin-
sike Ubertragung (7) lngs der Integralflgwhe yon (3), wenn die Matrix
(A) den Rang K hat.

Wir kSnnen auch die intrinsike Grundibertragung geben, und
daraus die intrinsiken kovarianten Ableitungen erhalten. Wit werden
diese Theorie an anderer Stelle noch ausfiihrlicher behandeln.


