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18. .ur un problrne de M.E. Szpilrajn.

Par Kinjiro KtrGUL
L’Institut de Mathmatiques, l’Universit Impriale de Hokkaido,, Sapporo.

(Comm. by S. KkKEYA, M.I.A., March 12, 1940.)

M tant un ensemble quelconque situ dans le plan OYX, dbsignons
par M l’intersection de M par la droite parallle l’axe OY mendes
par le point (z0, O), et par (1) U(M), (2) D(M), (3) iV(M) ou (4) (M)
l’ensemble de tous les points z0 de l’axe OX tels que M soient des
ensembles non vides et resp. (1) contenant chacun un seul point, (2) au
plus dnombrables, (3) ferms ou (4) qui sont des ensembles F. Comme
un des thormes fondamentaux de la thorie des ensembles analytiques
(ds t M.N. Lusin), citons le

Thorme A. Si M est un ensemble borelien situ dans le plan,
l’ensemble U(M) est toujours un complmentaire analytique.

Corolliaire A. Soit M un ensemble borelien situ dans le plan
OXY, dont toutes les sections M sont des ensembles contenant chaeun
au plus un seul point. La projection de M sur l’axe OX est un ensem-
ble borelien.

Le thorme A a 6t gnralis par Mlle S. Braun comme il suit"
Thorme B. Si M est un ensemble borelien situ dans le plan,

rensemble D(M) est toujours un complmentaire analytique, et cehi-ei
donne un corollaire suivant d5 galement M. N. Lusin:

Corollaire B. Soit M un ensemble borelien situ dans le plan
OXY, dont toutes les sections M sont des ensembles au plus dnom-
brables. Alors, la projection de M sur l’axe OX est un ensemble
borelien.

Apropos de ces thormes, M. E. Szpilrajn a pos un problme :s
soit M un ensemble plan G (p/us ggnralement un ensemble borelien)
dont toutes les intersections avec les droites parallles l’axe OY sont
des ensembles ferms (plus gnralement" des F). La projection de M
sur l’axe OX est-dle toujours un ensemble borelien ?

Nous avons donn une rponse ce problme, en montrant le
Thorme C. Soit M un ensemble G situ dans le plan. Alors,

l’ensemble (M) est toujours un complmentaire analytique, qui en-
trane le

1) N. Lusin: Le.ons sur les ensembles analytiques et leurs applications, Paris,
1930, p. 259.

2) Ibid. p. 166.
3) S. Braun: Quelques thormes sur les cribles boreliens, Fundamenta Mathe-

maticae, t. XX (1933), p. 166-172.
4) N. Lusin, loc. cir. p. 178.
5) Fundamenta Mathematicae, t. XXIV (1935), p. 324. Problme 61.
6) K. Kunugui: Sur la projection d’un ensemble plan Gs. Proc. 14 (1938), 90-95.

Contribution la thorie des ensembles boreliens et analytiques, I, Journal of the
Faculty of Science, Hokkaido Imperial University, Series I, vol. VII (1939), p. 161-
189.
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Corollaire C. Soit M un ensemble G situ dans le plan OYY,
dont toutes les sections M sont des F. Alors, la projection de M sur
l’axe OX est un ensemble borelien.

Enfin, M. P. Novikoff et l’auteur a montr le
Th6orme D.D Soit M un ensemble borelien situ dans le plan.

Alors, l’enemble r(M) est toujours un complmentaire analytique,
d’o s’ensuit imm6diatement le

Corollaire D. Soit M un ensemble borelien situ4 dans le plan
OXY, dont toutes les sections M sont fermdes. Alors, la projection
de M sur l’axe OX est un ensemble borelien.

Or, le but de cette Note est de dmontrer le
Thorme. Si M es un ensemble borelien situ dans le plan,

l’ensemble (M) est toujours un compldmentaire analytique.
Dmonstration. Nous avons dmontr que
Lemme 17 Si M est un ensemble borelien situd dans le plan,

l’ensemble M. (J(M) x 0Y} est un complmentaire analytique.
Pour le montrer, nous avons consider4 deux espace P et T une

infinit de dimensions, dont les points seront dsign par p=(p, p2,
p,...,p, ...) et t=(t, , t3..., t’,...) respectivement, off p sont des
nombres rels et t des nombres irrationnels. Nous rangeons d’abord
tous les systmes (n, n, n, ..., n) des nombres naturels en une suite
simple dtermine et dsignons par m=i(n, n, ..., n) le numro du
systme (n, n, n, ..., n), et posons enfin (0)= 1, (n, n2, ..., n)--(n,
n, ..., n)+ 1. lcrivons encore lo(’’ "- =P,,. . , io=p0 et
tm’ " n2 tin, n k"

Dans respaee e=E,,s l’ensemble de tous les points qui satisfont
la condition- P0 lim p,, p,. =lim p,. . +x sera d6sign

par A, et dans l’espace T=E l’ensemble de tous les points qui
i$satisfont la condition en ecrivant t,.. . (iF,/2, ., , ),

m ,(...,. .), nous avons il i’ ’ -) i(’" ’) i)

,..., _=u_, "e-), sera dsign6 par B. A est un en-
semble Fo et B est un G. D6signone enfin par 0 la projection de M
sur l’axe OX. Alors, d’aprs un thorme de M.W. Hurewicz, l’en-
semble 0-C,(M) est la projection de l’ensemble E situ6 dans respace
OX E,, x E,,, et dfini par

1) P. Novikoff- Sur les projections de certains ensembles mesurables B. Comptes
Rendus de l’Acadmie des Sciences de I’URSS, nouvelle srie vol. XXIII (1939), p. 864-
865. K. Kunugui: Contribution la thorie des ensembles boreliens et analytiques,
III, Journal of the Faculty of Sciences, Hokkaido Imperial University, Series I, vol.
VIII (1940), p. 79-108.

2) Voir Contribution, I, loc. cit. p. 186. Corollaire.
3) E dsigne l’espace une infinit de dimensions introduit par M.M. Frchet.

Voir M. Frchet- Les espaces abstraits, Paris, 1928, p. 81.
4) W. Hurewicz: Relativ perfekte Teile von Punktmengen und Mengen (A).

Fundamenta Mathematicae, t. XII (1928), p. 78.
5) La mthode du calcul logique darts la thorie des ensembles de points a t

introduite par MM. C. Kuratowski et A. Tarski. Voir p. ex. C. Kuratowski: Topo-
logie I, Warszawa-Lwow, 1933, p. 168 et p. 243.
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off M,. , sont des ensembles ferms situs dans le plan, tels que

M= -II M,. . . L’ensemble (x, p’+) e My. ......,- est situ dans

l’espace iX trois dimensions (x, p+, t), et donn par la formule:
.] (M,. . x &,. ,. a).D Par suite, il est un ensemble G.

$I, 14, k
Ainsi, rensemble O.CJ(M) est un ensemble analytique. L’ensemble
!l qui peut tre donn par la formule ![=M[C{O. C(M)} OY] est
videmment un complmentaire analytique, c. q. f. d.

Nous supposons que M est born et exprim par la formule"

M= IT M,. , , off M. , sont des ensembles ferms situs
k-1

dans le plan, qui satisfont aux condition suivantes" 1) M,.
M,. . , /; pour tousles i/;=1, 2, 3, 2) les diamtres des en-

semble M,. k tendent vers 0 avec 1/k et 1/i. La projection de

M,, a sur l’axe OX sera dsign par A,. . Posons encore

&. ,. ,=] H M. , ,. ,. , et la projection de
k-1

sur l’axe OX sera crite par la notation 0,. a,.
Maintenant, nous disons que la section . k, est ddbordante,

lorsque la fermeture ,. , , contient au moins un point de CM.
Nous allons montrer le

Lemme 2. Pour qu’une section M soit un ensemble F, il faut
que, pour tout systme (2, 22,),3,...,k,) tel que ,.,. , -O, il
eziste un systme (i, ia, ..., ik) pour lequel . ,. . ,. ne soit
ni ddbardante ni vide.

Dfimonstration du lemme 2. Supposons que, pour un systme (its, t, ...,
2,) tel que ,.,. , %=0, tout J. ,_ ,. ,. a non vide est dbor-
dant. I1 existe alors un point (x, p,. , w. ,) de CM qui appartient

I,. ,. ,. Je dis maintenant qu’il existe un systhme (/,/, ..., i(D)
et une suite partielle i,(D/ de i(D+ (i(D+=1,2,3,...) telle que. a, a,. ,. ,_ (). ()+ tend vers le point (x, pa. a, a,. ). En
effet, sinon, il existe d’abord un hombre positif p > 0 et un indice r,
tels que (/a > r) ne contiennent aucun point de la zone

. d, a,. ,. ,, il existe alors au moins un/a, tel que (z,
42=1

e ,. . ,. . ,. De la mme manire, nous pouvons conchre qu’il existe

au moins un/3, tel que (, p,. , ,. ,) Z,. , ,. ,. ,. ,. Continuons

1) Nous d6signous par 8i,. i_ l’intervalle de Baire.
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ainsi de suite. Consquemment, nous obtenons une suite d’indices ,
/2, ---, i, telle que (x, p,. .,. ,. ,) e ,. , ,. . . M,
contrairement la supposition" (x, p,. ,. ,) e CM. Donc, il existe

un systme (i,, ...,i(D)et une sui paielle i()+ de
(i()+= 1, 2, 3, ...) ls que . a,. a()+ nd veto le int
{x, p, ,). Comme ils nt dbordan, il exis alors des in
(x, p. ,. . i()+) de CM qui appartiennent chacun s k/’ i, i

)+. II este alom un systmes (ia)+2, ia)+3, ..., ik(2))et une suite

pelle i(2)+ de i)+ 1, 2, 3, lle que J ,. ,. <2)+ nd

veto le point (, p ,. ,. (D+). mme ils nt drdan, il ex-

is d in (, p, ,. . a)+. )+) de CM qui apparennent
chacun TMd,. ,. ,. ()+. Continuons ainsi de suit.

Ainsi, nous obtenons un sysme de in (, p,. ,. ,.
,) ) et des nombr , , jouismnt de la proprit suivan"
k +1

(1) lim P,. ,, ,. (D+, (2+
i()+1

P, 2 k’ i, i(D+ i(-)+

(2) (, P2, 2k,, i,, (I)+1 ()+1
e 3,, ,, ,, >+ >+- CM.

Or, comme M est un F,, (CM) est un G. (CM) peut tre done
transform par une homomorphie en un espace mtrique complet R*.
Dsignons par p*, ,., ,)+ les points de R*, transforms de

p, ,. , y+. Nous avons donc (dans l’espace R*) lira
k()+l-Oo

-, k,, i’, ih()+l--p. ,.. ,. . Par suite, nous pou-k(y-1)+

vons choisir une suite des indices ,(D+, i(.)+, ..., ,()+, tels que la
suite p*, . . -)+ -()+ ( 1, 2, 3, ...) soit convergente au sens

de Cauchy. Comme R* est complet, il existe un point q* vers lequel
cette suite converge. Les points p % ,. a)+ (,)+ (= 1, 2, 3, ...)

tendent alors vers le point q de (CM), qui est l’image de q*. Ceci
est impossible, puisque nous avons M

__
] H M,. ,. ,. . ,.

k

et M. ,. ,. ,. ,. tant ferms, q doit tre un point de
M ,. . . ()+ z()+ pour une suite des hombres /,/, ...,
,()+, ,()+, ..., ce qui entraine l’inclusion q e M, c. q. f. d.

Revenons la dmonstration du Thorme. Etant donn un
systme (2, 2, ..., ,), dsignons par F,.,. , (M) l’ensemble de
toutes les valeurs Xo telles que la section j,o. , n’est ni vide ni
dbordante. / chaque hombre y0, considrons deux zones"

1/(r+l)<:y et yo-1/(r+l):>y. Si l’ensemble M,. possOie des

points communs avec un de ces zones, le systme (i,/, ..., i) est ap-
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pel de rang au plus gal r, mais si, de plus, il n’est pas de rang
au plus gal r-l, il s’appelle de rang r.

Dsignons enfin par Dk. o l’ensemble II .,* , ,. ,... , of la

sommation . s’tend tous les systmes (i,/, ..., i) tels que (2,
2,--.,,,/x,/2, .--, i) soient de rang suprieur r, et posons Do=
Yl, Dk. o. Soit, d’autre part, Z,. . , l’ensemble de tous les nora-
k-1

bres irrationnels = (2, 22, ..., 2,, i,/, ..., i, ...) entre 0 et 1, tels que

II M, ,. , 0. I1 est maintenant facile de dmontrer l’ex-

istence des complmentaires analytiques H,. ,. ,. . -o qui

jouissent de la proprit suivante-
(1) H,. . . i,. . :o0, ,. ,. . -Do
(2) H -?.,* H, .... ,. ,. _.. =0" (3) les ensembles

r-1

k

H. . . : (A. . . -D).
I1 eile d’lleu, de monrer le
mme . L’esmb Fx. (M) ye e

foru" (4) F. (M)= { . .. }, o
k-1 ix. i k

ix, i k. . . -Z 0.

Or, la formule (4) monre bien que les enmbles F. (M)
nt d eompimenires ana]yiques. E, le ]creme 2 monre que nous
aVOWS

{ (M)}.

Nous avons dj vu (voir le lemme 1)que l’ensemble CO+A(M) est un
compl4mentaire analytique. Doric, cette formule montre bien que A(M)
lui-mme l’est galement. Notre Thorme est ainsi dmontr.

D’ailleurs, il faut remarquer que tout complmentaire analytique
situ sur l’axe OX, soit E, peut tre obtenu de cette fafon. En effet,
considrons l’espace OXYZ trois dimensions, dont toutes les valeurs
yet z des axes OY et OZ sont irrationnelles. Soit F un ensemble G
situ dans le plan OXY, dont la projection sur l’axe OX coincide ex-
actement avec CE. Posons B=F OZ. B est un ensemble G. Or le
plan OYZ peut tre transform par une homomorphie l’axe OZ
entire, et par suite l’ensemble Ben un ensemble B* situ sur le plan
OXY. D’apr un thorme de M.S. Mazurkiewicz,) B* est un G.
Ajoutons l’ensemble B*, tous les points de l’axe OX. Nous obtien-

1) Cf. p. ex. C. Kuratowski; Topologie I. p. 215.
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drons ainsi un ensemble M situe dans le plan OXY (l’axe OY est sup-
pos maintenant constitute de tous les nombres rels). M est un en-
semble G. Si zo n’appartient pas E, la droite =z0 coupe Men un
ensemble M dont un sous-ensemble erm (relativement M) est
honmorphe l’ensemble de tousles nombres irrationnels. Done M0

darts ce cas est toujours non F. De l, s’ensuit que nous avons toujours
J(M) F(M) D(M) U(M) E.

Corollaire. Soit M un ensemble bordien situd dans le plan OXY,
dont routes tes sections M sont des ensembles F. Alors, la projection
de M sur l’a OX est un ensemble borelien.

Donc, le problme de M. E. Szpilrajn est rsolu pour tousles cas
(moncs. La rponse y est toujours affirmative.

Ce corollaire contient comme cas particuliers tous les corollaires
A-D. Mais, les thbrmes A-D peuvent tre considrs galement comme
cas particuliers de notre Thorme. En effet, en dsignant par II(M}
(i=1,2, 3), l’ensemble de tous les points z0 de l’axe OX tels que la
section M soit un ensemble (vide ou non) resp. {1} qui contient au
plus un seul point, {2) qui content au plus une infinit dnombrable
des points et (3)ferm(s, nous avons les galit(s suivantes: U{M)=
(M)-H(M) DI(M)=(M)-H2(M) F(M)=(M). H3(M). Les proposi-
tions que II(M) (i--l, 2, 3) est un complmentire analytique (pour les
ensembles boreliens M) sont bien connues.D

1) Pour //(M), voir p. ex. H. Hahn: Reelle Funktionen, Teil I, Leipzig, 1932, p.
361; pour//2(M), voir W. Sierpifiski: Sur une classe d’oprations sur les ensembles
de points. Mathematica, vol. V (1931) p. 56; pour II(M), voir S. Mazurkiewicz et W.
Sierpifiski: Sur un problme concernant les fonctions continue Fund. Math. t. VI
(1924), pp. 161-169.


