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18. Sur un probleme de M. E. Szpilrajn.

Par Kinjiro KUNUGUL
L’Institut de Mathématiques, I'Université Impériale de Hokkaido,, Sapporo.
(Comm. by S. KAKEYA, M.LA., March 12, 1940.)

M étant un ensemble quelconque situé dans le plan OYX, désignons
par M™ Pintersection de M par la droite paralléle & 'axe OY menées
par le point (%, O), et par (1) U(M), (2) Dy(M), (3) I'(M) ou (4) 4(M)
P’ensemble de tous les points x, de 'axe OX tels que M* soient des
ensembles non vides et resp. (1) contenant chacun un seul point, (2) au
plus dénombrables, (3) fermés ou (4) qui sont des ensembles F,. Comme
un des théorémes fondamentaux de la théorie des ensembles analytiques
(dGs &4 M. N. Lusin), citons le

Théoréeme A.® Si M est un ensemble borelien situé dans le plan,
Pensemble U(M) est toujours un complémentaire analytique.

Corolliaire A.? Soit M un ensemble borelien situé dans le plan
OXY, dont toutes les sections M” sont des ensembles contenant chacun
au plus un seul point. La projection de M sur I’axe OX est un ensem-
ble borelien.

Le théoreme A a été généralisé par Mlle S. Braun comme il suit:

Théoréme B.® Si M est un ensemble borelien situé dans le plan,
P’ensemble D,(M) est toujours un complémentaire analytique, et celui-ci
donne un corollaire suivant di également & M. N. Lusin:

Corollaire B. Soit M un ensemble borelien situé dans le plan
OXY, dont toutes les sections M® sont des ensembles au plus dénom-
brables. Alors, la projection de M sur Paxe OX est un ensemble
borelien.

A propos de ces théorémes, M. E. Szpilrajn a posé un probléme ¥
soit M un ensemble plan G; (plus généralement un ensemble borelien)
dont toutes les intersections avec les droites paralleles a Vaxe OY sont
des ensembles fermés (plus généralement : des F,). La projection de M
sur Vaxe OX est-elle toujours un ensemble borelien ?

Nous avons donné une réponse a4 ce probléme, en montrant le

Théoréeme C.® Soit M un ensemble G; situé dans le plan. Alors,
Pensemble 4(M) est toujours un complémentaire analytique, qui en-
traine le

1) N. Lusin: Legons sur les ensembles analytiques et leurs applications, Paris,
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2) Ibid. p. 166.

3) S. Braun: Quelques théorémes sur les cribles boreliens, Fundamenta Mathe-
maticae, t. XX (1933), p. 166-172.

4) N. Lusin, loc. cit. p. 178.

5) Fundamenta Mathematicae, t. XXIV (1935), p. 324. Probléme 61.
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4 K. KuNuGur. [Vol. 16,

Corollaire C. Soit M un ensemble G; situé dans le plan OYY,
dont toutes les sections M* sont des F,. Alors, la projection de M sur
Paxe OX est un ensemble borelien.

Enfin, M. P. Novikoff et I'auteur a montré le

Théoréme D.” Soit M un ensemble borelien situé dans le plan.
Alors, Yensemble I'(M) est toujours un complémentaire analytique,
d’oll s’ensuit immédiatement le

Corollaire D. Soit M un ensemble borelien situé dans le plan
OXY, dont toutes les sections M” sont fermées. Alors, la projection
de M sur I'axe OX est un ensemble borelien.

Or, le but de cette Note est de démontrer le

Théoreme. Si M est un ensemble borelien situé dans le plan,
Uensemble 4(M) est toujours un complémentaire analytique.

Démonstration. Nous avons démontré que

Lemme 1.2 Si M est un ensemble borelien situé dans le plan,
Uensemble M=M - {d(M) x OY} est un complémentaire analytique.

Pour le montrer, nous avons considéré deux espace P et T i une
infinité de dimensions, dont les points seront désignés par p=(p!, P2
..., 0% ...) et t=(, & ..., t™,...) respectivement, ol p' sont des
nombres réels et ™ des nombres irrationnels. Nous rangeons d’abord
tous les systémes (n, 1, 7, --., ;) des nombres naturels en une suite
simple déterminée et désignons par m=¢(ny, n, -.., 7z) le numéro du
systeéme (n,, 73, 1, ---, M), et posons enfin p(0)=1, p(ny, My, .., M) = Hmy,
Mg, .-, m)+1. Ecrivons encore p*™:™ - "™=p,, 4, n, P*O=p, et

tdo(‘m. ng. ..., nk)=tn1, B eves

Dans Vespace p=E,,> ’ensemble de tous les points qui satisfont

A la condition: pe=1lim D,,, Dy, s =lm Pu,, n,, . sera désigné
n1->0 "’k+l')°°

par A, et dans lespace T=E, l'ensemble de tous les points qui

satisfont 4 la condition: en ecrivant %, a,,...,n, =00, &, ..., 47, -2,

M=, ns ..., n, NOUS AVONS gP=g{mm ™ oo Hp-D = oo gl md = gm0 5
izgn=i‘f(m. ng, ..., "‘k-l)= =’l;f("" ng, n3)=,,”(‘ll(m. nz); ism=,ig(m. N ey ”k—1)= e —

e gy =0 ™ "2, sera désigné par B. A est un en-
semble F,; et B est un G;. Désignone enfin par 6 la projection de M
sur Paxe OX. Alors, d’aprés un théoreme de M. W. Hurewicz,” ’en-
semble 6 - C4(M) est la projection de l'ensemble E situé dans I'espace
OXx E,x E,, et défini par®

1) P. Novikoff: Sur les projections de certains ensembles mesurables B. Comptes
Rendus de I’Académie des Sciences de 'URSS, nouvelle série vol. XXIII (1939), p. 864-
865. K. Kunugui: Contribution i la théorie des ensembles boreliens et analytiques,
III, Journal of the Faculty of Sciences, Hokkaido Imperial University, Series I, vol.
VIII (1940), p. 79-108.

2) Voir Contribution, I, loc. cit. p. 186. Corollaire,

3) E, désigne l'espace i une infinité de dimensions introduit par M. M. Fréchet.
Voir M. Fréchet: Les espaces abstraits, Paris, 1928, p. 81.

4) W. Hurewicz: Relativ perfekte Teile von Punktmengen und Mengen (A).
Fundamenta Mathematicae, t. XII (1928), p. 78.

5) La méthode du calcul logique dans la théorie des ensembles de points a été
introduite par MM. C. Kuratowski et A. Tarski. Voir p. ex. C. Kuratowski: Topo-
logie I, Warszawa-Lwow, 1933, p. 168 et p. 243.
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E=3[(pc A) (teB) T {@ p™)eM) (@ o) e 1)
{@, ™) e Mgn+1m  m}],

i, sont des ensembles fermés situés dans le plan, tels que

i2,.... 75 L'ensemble (v, p™*') e Mym g ;m est situé dans

Pespace 4 trois dimensions (x, p™', t"), et donné par la formule:

> (M, ..., X8, ..., 5)" Par suite, il est un ensemble Gi.
115 22 oo 'lk

Ainsi, Pensemble 6:C4(M) est un ensemble analytique. L’ensemble
M qui peut étre donné par la formule: M=M[C{6-Ca(M)} xOY] est
évidemment un complémentaire analytique, c. q. f. d.

Nous supposons que M est borné et exprimé par la formule:
M=3] ;,TLM" inerip O0 Mg, .. 5 sont des ensembles fermés situés
dans le plan, qui satisfont aux condition suivantes: 1) M, 4, ...,s, 2
M,.......q, i,, Dour tous les iz;=1, 2,8, ...; 2) les diametres des en-
semble M;,, s, ....;, tendent vers 0 avec 1/k et 1/i;. La projection de

M, s, ..., sur Paxe OX sera désigné par A, q,....,q,.

Posons encore
A de. ..., ‘k'=§,3,}_TlM"’ dou e Gy its Gar ... ipp €6 12 DProjection de 4, 4, ..., 2,
sur 'axe OX sera écrite par la notation 6, ,, ...,

Maintenant, nous disons que la section 4%, ,,, ..., 1, est débordante,

lorsque la fermeture 43, ,,,...,,,, contient au moins un point de CM.
Nous allons montrer le

Lemme 2. Pour qu'une section M® soit un ensemble F,, il faut
que, pour tout systeme (A, Ag s, -, A) tel que 45,3, 4.2, ¥ 0, il
existe un systeme (iy, i, .., %) pour lequel &3, s, ..., 13, 64 ..., 5, M€ SOU
ni débordante nt vide.

Démonstration du lemme 2. Supposons que, pour un systéme (1, Ay, ...,
Aw) tel que 45,,4,.... 2, 0, tout 43, 4. ..., 2. i1 42, ..., 5, NON Vide est débor-
dant. Il existe alors un point (x, Py, 2,.... 1., ) de CM qui appartient &
& i ..., 4y Je dis maintenant qu'il existe un systeme (3, %, ---, %)
et une suite partielle 7,w.; de 4wy, (wy=1,2,8,...) telle que
B3, 2. s Ry it e e D, iy, UEDA vers le point @, D ... 24 0)-  En
effet, sinon, il existe d’abord un nombre positif p >0 et un indice 7,
tels que 4%, 1, .... i in iz (.2>>7) ne contiennent aucun point de la zone

Dis oo iy =P <Y<Di,....5,+p. Comme mous avons 4. .. w.a=

I

oo
=314, ... 4y in i 1l existe alors au moins un 4, tel que (@, Pa, . ..., 43, i)

42=1

. ) win e D€ la méme maniére, nous pouvons conclure qu’il existe
au moins un %, tel que (%, Pu, . ... 4. 1) € i, 1o, ..., 4y v in i CoOntinuons

1) Nous désignous par &;,, 2 eeniy Pintervalle de Baire.
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ainsi de suite. Conséquemment, nous obtenons une suite d’indices %,

o
gy -y Uy --- telle que (v, D, 12....,k,.i1)€kr=flzfl. R eons A it 20 s iy = M,
contrairement & la supposition: (2, Pa, . ..., 2. :) € CM. Dong, il existe
un systéme (¢, 4, ---, ) et une suite partielle 4w, de w4,
(w1=1,2,3,...) tels que 4y, ..., 3. 01.... iy, tend vers le point
(@, Pa,.... 2 ....s)- Comme ils sont débordants, il existe alors des points
(&, Da. .... 3, ir. iyy+1) de CM qui appartiennent chacun & 4, ... 1., 6 ia. ...
i,y 1l existe alors un systémes ({x®.p 5®.q ---, 1®) et une suite
partielle ©®,; de %®.1=1,2,3, ... telle que 43, ..., ... 41 42, .... 420, teDd
vers le point (¥, Pa,. ..., 1. v i4y,,)- Comme ils sont débordants, il ex-
iste des points (2, Da,. ..., 2. i sh4p i2r,,) d¢ CM qui appartiennent
chacun & 43, s, ..., 4. v, ia ... i@, CoNtinuons ainsi de suite.

Ainsi, nous obtenons un systéme de points (x, Di, 1..... 1 i1 Sh>4re

erifaryyy) €6 des mombres iy, 75, ..., jouissant de la propriété suivante:

(1) Lm py, 4. s A i B D41 T @41 -+ o0 541
(V) 41>

=D, ds, ..., Ars B g -+ -0 Sf-D41 ’
2) (@, pu,....2 P 770, PR RN ) WY
i 10 VR W NN/ 7 R /7% Y

-CM.

Or, comme M” est un F,, (CM)® est un G;. (CM)* peut étre done
transformé par une homéomorphie en un espace métrique complet R*.
Désignons par p}‘,....,z,,,. i .eer 400y, 1€ Doints de R¥, transformés de
Dis evos A 610 s ifryy  NOUS  avons done (dans l'espace R*) lim

(V) 41>
D Qs eevs A it wves 60041 = Pl A2e oevs A it e ifo-1,  FAT SUItE, nous pou-

vons choisir une suite des indices 7,®.1, 1@ 1, ---y B4y, --- tels que la
suite i ..., 1 i g oo Gores @=1,2,8,...) soit convergente au sens
de Cauchy. Comme R* est complet, il existe un point ¢* vers lequel
cette suite converge. Les points pa,, ..., 4. 5. 50,10 o Gy P=1,2,8,..0)
tendent alors vers le point g¢ de (CM)?*, qui est 'image de ¢*. Ceci
est impossible, puisque nous avons M”DZ IT M3, oo igivine iy,

et M s inie...., €tant fermés, g d01t étre un point de
Mi. ... 4. i i e 4 . 00, DOUr une suite des nombres g, g, -,

TV 41, P4z ---, c& qui entraine Pinclusion ge M, c.q.f. d.
Revenons 4 la démonstration du Théoréeme. Etant donné un
systeme (4, 4 ---, A), désignons par I3, 4,.....s,, (M) lensemble de

toutes les valeurs x, telles que la section 4% ,, ..., n'est ni vide ni

débordante. A chaque nombre v, considérons deux zones: ¥,+
1/(r+1)<y et y—1/(r+1)>y. Si 'ensemble M;, ..., Possede des

points communs avec un de ces zones, le systéme (7,7, ..., ;) est ap-
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pelé de rang au plus égal & r, mais si, de plus, il n'est pas de rang
au plus égal a r—1, il s’appelle de rang 1'

Désignons enfin par D, ,, 'ensemble 1‘[ Sy 6., A it nrigp OU 12

=1
sommation E, g’étend 3 tous les systém% (%, 19, -+, 1) tels que (1,
Agy +eey Agry Uy T3y +--, 1) Soient de rang supérieur 4 r, et posons D, =

ngk_ v Soit, d’autre part, Z;, ;.
bres irrationnels v=(4, 2, ..., A%, %3, T3, +++, T, ---) entre 0 et 1, tels que
kT_Ith ver A i, ik#O. Il est maintenant facile de démontrer l’ex-
istence des complémentaires analytiques Hj,, ;,, ..
jouissent de la propriété suivante:

(1) Hiyzooos dgpin iz eer s w0 = Oaes dp i e oovs iy~ D5

@ TSIHy . gyivie..q,=0; (3) les ensembles @, ..
wiin =1 9) € MY+ H 4o 4y ia o iys0] sODE de complé-

%, l'ensemble de tous les nom-

o A it dea, i v QUI

mentaires analytiques (voir le lemme 1), ot Yon pose HJ, 1,.....2 BT S

=TT Hyto o dpivin e iyiw (At do st i = Do)

11 est facile d’ailleurs, de montrer le
Lemme 8. L’ensemble I}, 1,. ..., s, (M) peut étre exprimé par la
Sformule: (4) Dz ..., s, (M)= kT_Tl{‘1 122 Diss ks eves A it i e ) O

la sommation >  s'étend a tous les systémes (%44, %, ---, 1) tels que

AT S
Odss s vs R it e eonr iy " 4 6 0.

Or, la formule (4) montre bien que les ensembles 77, ;, ... 3, (M)
sont des complémentaires analytiques. Et, le lemme 2 montre que nous
avons

AM)={Co+a(M)}-{ Zl 2 L ,le, dan s iy, (M)}

k’=1 11, 22, .

Nous avons déja vu (voir le lemme 1) que 'ensemble CO+4(M) est un
complémentaire analytique. Done, cette formule montre bien que 4(M)
lui-méme l’est également. Notre Théoréme est ainsi démontré.
Drailleurs, il faut remarquer que tout complémentaire analytique
situé sur 'axe OX, soit E, peut étre obtenu de cette facon. En effet,
considérons V'espace OXYZ i trois dimensions, dont toutes les valeurs
y et z des axes OY et OZ sont irrationnelles. Soit F' un ensemble G;
situé dans le plan OXY, dont la projection sur axe OX coincide ex-
actement avec CE. Posons B=Fx0Z. B est un ensemble G;. Or le
plan OYZ peut étre transformé par une homéomorphie & laxe OZ
entiére, et par suite ’ensemble B en un ensemble B* situé sur le plan
OXY. D’aprés un théoreme de M. S. Mazurkiewicz,” B* est un G;.
Ajoutons i l’ensemble B*, tous les points de I'axe OX. Nous obtien-

1) Cf. p. ex. C. Kuratowski; Topologie I. p. 215,
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drons ainsi un ensemble M situe dans le plan OXY (’axe OY est sup-
posé maintenant constituée de tous les nombres réels). M est un en-
semble G;. Si x, n'appartient pas i E, la droite x=x, coupe M en un
ensemble M* dont un sous-ensemble fermé (relativement & M*) est
homéomorphe & Pensemble de tous les nombres irrationnels. Donc M*
dans ce cas est toujours non F,. De 13, s’ensuit que nous avons toujours
AM)=I(M)=D{(M)=U(M)=E.

Corollaire. Soit M un ensemble borelien situé dans le plan OXY,
dont toutes tes sections M® sont des ensembles F,. Alors, la projection
de M sur Uaxe OX est un ensemble borelien.

Done, le probléeme de M. E. Szpilrajn est résolu pour tous les cas
énoncés. La réponse y est toujours affirmative.

Ce corollaire contient comme ecas particuliers tous les corollaires
A-D. Mais, les théorémes A-D peuvent étre considérés également comme
cas particuliers de notre Théoréme. En effet, en désignant par I7 (M)
(z=1, 2, 3), 'ensemble de tous les points a, de I'axe OX tels que la
section M* soit un ensemble (vide ou non) resp. (1) qui contient au
plus un seul point, (2) qui contient au plus une infinité dénombrable
des points et (8) fermés, nous avons les égalités suivantes: U(M)=
4AM) - I (M) ; D(M)=4(M) - I1(M) ; I(M)=4(M) - Il{M). Les proposi-
tions que /I,(M) (i=1,2,8) est un complémentire analytique (pour les
ensembles boreliens M) sont bien connues.”

1) Pour II(M), voir p. ex. H. Hahn: Reelle Funktionen, Teil I, Leipzig, 1932, p.
361; pour II(M), voir W. Sierpifiski: Sur une classe d’opérations sur les ensembles
de points. Mathematica, vol. V (1931) p. 56 ; pour IT{(M), voir S. Mazurkiewicz et W.
Sierpiriski: Sur un probléme concernant les fonctions continues. Fund. Math. t. VI
(1924), pp. 161-169.



