No. 3.] 55

14. Uber die Uberdeckungen von Zellenraumen, III.

Von Atuo KoMATU.
Mathematisches Institut, Kaiserliche Universitit zu Osaka.
(Comm. by T. TAKAGI, M.I.A., March 12, 1940.)

In dieser dritten Note sind einige wichtige Eigenschaften der
Reidemeisterschen Uberdeckung untersucht.

Es seien K ein endlicher Zellenraum, § die Fundamentalgruppe von
K. U sei eine Uberdeckung von K in bezug auf eine Koeffizienten-
gruppe &. Dann bestimmt U eine Darstellung,” d. h. eine homomorphe
Abbildung g von § in die Automorphismengruppe I die aus allen in-
vertierbaren Automorphismen von  auf sich besteht.

Das Hauptresultat dieser Arbeit besteht darin, dass die Bettische
Gruppe von einer Uberdeckung U nur von der Darstellung g ab-
héngt.

Zwei Uberdeckungen U; und U; von K in bezug auf  heissen
dquivalent, wenn U; und U, eine gleiche Darstellung ¢ von § in I’
bestimmen.

a” sei eine Zelle von K. Ein Automorphismus 7 heisst Inzidenz-
automorphismus beziglich a”, wenn 7 bei U zwischen a” und a’*!
(@"*'>a"), oder zwischen a” und a" (a”">>a"') definiert ist. Ist 7
ein Inzidenzautomorphismus beziiglich a” bei einer Uberdeckung U, so
ist es auch ™.

Zwei dquivalente Uberdeckungen U; und U, heissen benachbart,
wenn ihre Automorphismen bis auf Inzidenzautomorphismen beziiglich
eines a” identisch sind. Dann gilt der folgende

Satz 1. Zwei dquivalente Uberdeckungen U, und U, werden durch
eine Folge von benachbarten Uberdeckungen verbunden.

Uber die Bettische Gruppe kann man folgendes beweisen :

Satz 2. Zwei benachbarte Uberdeckungen U; und U, von K haben
isomorphe Bettische Gruppen BYK, Uy und Bi(K, U,).

Aus Satz 1 und Satz 2 folgt sofort der

Satz 8. Aquivalente Uberdeckungen haben isomorphe Bettische
Gruppen.

Aus Satz 3 kann man die interessante Folgerung ziehen :

Satz 4. Bei einer wesentlichen™ Uberdeckung U von einer n-
dimensionalen orientierbaren Mannigfaltigkeit M™ verschwindet die n-
Bettische Gruppe.

Beweis von Satz 1. K, sei die baryzentrische Unterteilung® von
K. Die Fundamentalgruppe & von K ist als Fundamentalgruppe von

1) K. Reidemeister: Uberdeckungen von Komplexen. Crelles Jour. 173.

1a) Eine Uberdeckung heisst wesentlich, wenn es unter den Inzidenzautomorphis-
men bei jeder damit dquivalenten Uberdeckung wenigstens einen von Identitit ver-
schiedenen Automorphismus gibt, d.i. wenn die Darstellung ¢ von § in I' nicht
trivial ist.

2) P. Alexandroff: Discrete Riume. Recueil Math. 2 (44), 3 (1937).
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K, definiert.¥ Die Inzidenzautomorphismen von einer Uberdeckung von
K lassen sich also den Strecken s von K, zuordnen. B sei ein topolo-
gischer Baum von K, mit dem Anfangspunkt a’. s;, sei die von a’ aus-
gehende Strecke in B, d.i. die Strecke von der Linge 1. s;;, sei die
Strecke von der Linge 2, welche von dem anderen Endpunkt a}, von
s;, in B ausgeht. Allgemein konnen wir mit Siris...i, die Strecke von

der Linge n in B bezeichnen. s sei eine Strecke, die zum B nicht ge-
hort. Thre Endpunkte @ und b seien auch die Endpunkte von Sif...ip,

und von Sir...iyr ISt mng, so kann man s mit s;,._; i bezeichnen.

Den Automorphismus von &, welcher bei U; bzw. U, einer Strecke
s zugeordnet ist, bezeichnen wir mit 7 bzw. é.

Wir konstruieren nun eine neue mit U; benachbarte Uberdeckung
Uy:

8 —0y,

815, = 71,710 7",

sy —>ryné) ™,
andere s — 7 (invariant),

wo der Index —1 den inversen Automorphismus bedeutet. Diese Uber-
deckungen U; und Uj sind benachbart, weil sie bis auf Inzidenzauto-
morphismen beziiglich a} identisch sind und gleiche Darstellung g von
& in I' bestimmen.

Wir konstruieren noch eine mit U benachbarte Uberdeckung Uy

8 —0o,

Su —on,

s — 7m0~ (@>1)

s —>run(é)™,

8115, = Ti"u71(6) 7 (6) 77,

s — ru7uri(@) 7 (0n) 7,
andere s — r (invariant).

Auf diese Weise fortfahrend konstruieren wir eine Folge von be-
nachbarten Uberdeckungen

Ul! Ull’ U12, tecy tjli, ser o

Diese Uberdeckungen sind miteinander &dquivalent, weil fiir eine
ausser B liegende Strecke s, die mit den Strecken 8ii...i;, und 8iy...i,

inzident ist, der abgednderte Automorphismus von folgender Form ist:
von ;. her 1ri.ifa..i, ..Ta(8)7 e (Bi) 7
von ., her r7lrilavi..g - 7a@) e Bx.e)

wo 7 den Automorphismus von s bei U; bedeutet. Aber diese beiden

3) K. Reidemeister: Die Fundamentalgruppe von Komplexen. Math. Zeit. 40
(1935).



No. 3.] Uber die Uberdeckungen von Zellenrdumen, III. 57

Automorphismen sind tatsédchlich identisch, weil die Uberdeckungen U,
und U; dquivalent sind. Und dies ist der Automorphismus é von s bei U,.
Die letzte Uberdeckung ist also gleich U; und der Satz 1 ist bewiesen.

Beweis von Satz 2. Die Automorphismen von U, seien mit den
U, bis auf Inzidenzautomorphismen beziiglich a” identisch. Dann ist
natiirlich die Bettische Gruppe B?(K, U,) isomorph mit B?(K, U,), wenn
p<r—1 oder p>r+1 ist. af*! (i=1,...,m) und a;?! (j=1,...,m)
seien die Zellen von K, die mit ¢" inzident sind.

i) Sei f! ein Zyklus in U;, der ~ 0 ist, so ist f~! auch ~0 in
U;. In der Tat sei f~ ein algebraischer Komplex in U;, dessen Rand
frlist. t"(a”) sei ae§. Wir nehmen einen algebraischen Komplex F”
in U, auf, dessen Wert folgendes ist:

F(a")=07)""r{acy,
Fr(a))=f"(a}) eF, ai=Fa",

wo 17 bzw. 67 die Inzidenzautomorphismen von a” nach ai™! bei U;
bzw. U, sind.

Die Automorphismen zwischen a” und a;™! (>1) bei U, bzw. U,
sind also 77 bzw. r5(y7)7%7. Dabher ist g, F =" in U,

ii) f7! sei ein Zyklus in Uy, der ~4~0 ist. So ist /7! auch ~~0
in U, Dies folgt aus (i) und Benachbarkeitsvoraussetzung von U; und
U,. Aus (i) und (ii) folgt die Isomorphie von zwei Bettischen Gruppen
Br—l(K’ Ul) und Br_](I{, Uz).

iii) f7*! sei ein Zyklus in U,. So ist er auch ein Zyklus in Us
Sei frY(a;*)=a; €, so ist nach Voraussetzung bei U

@) =33 1T =0.
Der Automorphismus zwischen af*! und a” bei U; ist

@D rirrtt.
Daher ist bei U,

9.7 a") =§ @) ririta;
=Dt 2 rTe;=0.

Fiir andere r-Zelle af ist der Wert von g..f"*! bei U, derselbe wie
bei Uy Also ist f7*! auch ein Zyklus in Us.

Aus (iii) folgt die Isomorphie von den Bettischen Gruppen B"*{(K, U,)
und B"(K, U,).

iv) Sei f7 ein Zyklus in U;, und F" der Zyklus in U,, der nach i)
zu f* eindeutig zugeordnet wird. Ist "~ 0 (oder ~-0) in U, so ist
auch F" ~0 (oder 4~0) in U, Wir konnen dies leicht wie bei (ii)
und (iii) beweisen. Die homomorphe Zuordnung h: F" — f7 ist offenbar
auch eineindeutig, also folgt die Isomorphie der beiden Gruppen B"(K, U,)
und B"(K, U,).

Der Satz 3 ist eine unmittelbare Folge von Sitzen 1 und 2.

Beweis von Satz 4. M™ sei eine orientierbare Mannigfaltigkeit, U
eine wesentliche Uberdeckung von M™. Die von U bestimmte Darstellung
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g von ¥ in I ist also nicht trivial. Daher gibt es einen geschlossenen
Weg w von n-Simplexen

T%, T, -, T3, TV,

der durch g zu r (&= I) von I" zugeordnet ist.
Aus Satz 1 konnen wir eine neue mit U dquivalente Uberdeckung
U’ konstruieren, welche folgende Automorphismen besitzt :

(T.;"’ T;’:;!I-l)__’ly j=1’ 21 ""ir
(—T23, TH)—I, j§=1,2,..,i—-1,
(—1‘:':—1’ T‘i’) -7,
wo T?7., das einzige gemeinsame Simplex zwischen 7?7 und T7,, ist.
Andere Inzidenzautomorphismen werden passend definiert wie beim
Beweis des Satzes 1.
Diese Uberdeckungen U’ ist dquivalent mit U..
Nach Satz 3 ist die Bettische Gruppe B™(M, U’) isomorph der
Gruppe B*(M, U) von U.
Die Gruppe B™(M, U’) ist aber 0.
Der Beweis dieser Tatsache wird wie folgt durchgefiihrt :
Sei f* ein Zyklus in U,
M(TP)=aeF, a==0.
So ist auch f™(T%.)=a in U, weil g,f™ 0 Komplex sein muss. Dann ist
=Tt —>a
Tt —>a, a=+0.

Aber der Wert von g,f" muss fiir das Simplex 7% nach dem
Automorphismus zwischen 77 und T2 bei U’ folgendes sein.

@S (TN =™TH—rf(TT)
=(I-r") a=£0.

Daher kann f™ niemals ein Zyklus sein. Somit ist der Satz 4 bewiesen.
Bemerkung. Der Satz 4 gilt auch fir jede orientierbare Pseu-
domannigfaltigkeit.



