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ur la thkorie des hypersurfaces dans un espace
connexion conforme.

Par Kentaro Yo et Yosio MUT5.
Institut Mathmatique, Universit Impriale de Tokyo.

(Comm. by S. KAKEYA, II.I.A., July 12, 1940.)

Dans un Mmoire rcent, un des prents auteurs a tudi la
thrie des espaces connexion conforme l’aide du re.re mobile
natel de M.E. Cartan et a examin en dtail la relation entre la
thorie de M.E. Cartan2 et celle de l’Ecole de Princeton2 I1 a tudi
aussi la thorie des courbes, en particulier, la thorie des circonfrences
gnrahss dans cet espace connexion conforme.
No avons continu cette tude en considrant hyrsurfaces et

courts sur ces hyrsurfac dans l’espace connexion conforme. Dans
cette No, nous en exserons quelqu rsultats. dtail sera publi
ailleurs.

1. Considrons une varit connexion conforme. Dans chaque
espace conforme tangent un point coumnt A0, on prend un repre
mobile (n+2)-sphrique form avec deux points A0 et A et n spheres
A (i, j, k, =1, 2, 3, ..., n) passant par A0 et A de manire qu’on ait

(1.1) AoAo=AA=AoA=AA=O, A=-I et AA=g

o les g sont, en g6n6ral, les fonctions des crdonns u.
Cela 6tant, la connexion conforme est donn par les 6quations de

la forme

(1.2) dAB=oAc (A, B, C, =0, 1, 2, ..., n, )

o les sont les formes de Pfaff tisfaisant a relations

w 0, g--? 0, g-- 0,
(.3)

,o+:=0, w.gi+wgi dg

Or, on ut filement d6montrer que le repre mobile (n+2)-
sph6rique [A0, A, A] peut 6tre choisi de manire avoir

(1.4) w=p,du du, =du.
On aplle re.re mobile mi-naturel un re.re [A0, A, A] satis-

faint aux conditions (1.4). La connexion conforme 6rant complte-
ment d6termin par
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nous appelons H et //AB les composantes de la connexion conforme.
Cela tant, les quations (1.3) et (1.5) nous donnent, dans le cas

de sans torsion,

(1.6)

off les {#} sont les symboles de Christoffel form,s avec les g#.

En tenant compte du fait que le repre (n-l-2)-sphrique [A0, A,
A] admet deux sortes de transformation, transformation du tenseur
fondamental et transformation du point de l’infini, donnes respective-
ment par

(i) /].= 2A,:, (ii) A0+A,:,

on voit que nous pouvons uniquement dterminer un repbre semi-
naturel particulier satisfaisant aux conditions supplmentaires sui-
vantes:

(1.7)

Dans ce cas, nous avons l’expression suivante pour les composantes
de la connexion

off G=g/lg, -z et la virgule dsigne la drive partielle ordinaire.
Nous appelons repre naturel le repre semi-naturel satisfaisant

aux conditions supplmentaires (1.7). Le tenseur de courbure tant d-
fin par

(1.9)

le tenseur Cj=9h--oh joue un rble trs important dans la thorie
des espaces connexion conforme. Quand le tenseur Cja satifait la
condition Cj=O, la connexion sera dite normale. Si la connexion est
normale, on peut choisir, parmi les relres mobiles semi-naturels, un
repre prvilgi pour lequel les composantes de la connexion seront
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H-=HZ,=//L,= t/=O, =
Hj-- {]} -- (g=j. kWgak. -- ga. =), U=g,

(1.10)
Ha R g

n-2 2(n- 1) (n-2)

RH:-
n-2 2(n- 1) (n-2)

off R-R R g’R R gR
et R= {]}.- {}. + (} (2} {a}

Nous aplons re.re le re.re de M. O. Veblen.)
2. Une hymurface C_ ds un espace C. connion con-

forme peut tre reprnp les qtions paramtques de la forme

u=u (ui, u, ..., u-)
ou plus simplement p

(2.1) u’=u (u) (, , r, i, , ..., - i).
S chaque int de l’hyrsarfe, nous dfinissions un re.re

mobile [As, A, A, A] de l’hyrsurface p les quations

A =a "-Ao,

"[(k lu -1 +A)og
(.)

A=a-- (N)Ta-G log 3 log a A0
Ou

+ NN +a -G A+A

off les N sont les fonctions de u Mlles que

G u N=0
a

et a est le dterminant dfini par

NO (tant une fonction arbitraire.

a---

GVN=1,

vu___
3ua

Alors, on voit facitement que les
spheres As, A, A; et A satisfont aux relations

AsA5 A,A: AsA,, A;oA O, AsA;, A,,A;, AA; 0,
(2.3)

A;A;, 1, AA, 1, AnAl= G,,=a " u u" G
19u 19u[

1) O. Veblen" Formalism for conformal geometry. Proc. Nat. Acad. Sci. 21
(1935), 168-173.
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Si la connexion conforme de l’espace ambiant est normal, en partant
du reprbre mobile [A0, A, A] de M. 0. Veblen, nous dfinissions le
repbre mobile de l’hypersurface par

Ad Ao

A u Ai
(2.4)

A;, BAo+BA
1A; ( (B)2Ao+B/A+A,

off / est un veeteur eontrevariant d6fini sur l’hypersurfaee par

-u-u 0, g,BB" 1,

et B est une fonction arbitraire de u. Alors, il sera facilement
vfirifi6 que les As, A, A; et A satisfont aux fiquations

Aiu4 A;oA;o A6A A;oA O, AA; AA;, A;oA; O,

uA;A,= 1, AA 1, A,A=g-
Ou Ou

g.

3. Dans le paragraphe prcOlent, nous avons dfini les repres
mobiles sur l’hypersurface.

Mais, la fonction NO (B dans le cas du repre mobile de M. O.
Veblen) reste encore arbitraire, nous allons dterminer cette fonction en
posant une condition intrinslue.

Pour dterminer la fonction N, nous allons proc(der de la manire
suivante

dA5 et dA;, tant dorm,s par

dA a -* (d log a -* Ao+duA)
dA; (dN +II,Ndu)Ao+(Ndu +dN +llNadu)A

+GNduAoo
nous avons

(3.1)
o

(3.2)

2
dAlA; a- (NG,-a "- N)dudu

Vu Vu II kN, /,
Nous allons choisir la fonction N de maniire que la moyenne de

dAClA; par rapport du s’annule, soit
2

a "- (NGa a "- N,a)G 0
d’ofi
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En substituant cette valeur de No dans (3.1), on obtient

(3.3) dAlA; Madudu off

Le tenseur sym6trique M, va jouer le rble du second tenseur
fondamental.

La fonction No tant ainsi dtermine, nous allons calculer les com-
posantes de la connexion par rapport au repre [As, A, A;, A]. On
aura d’abord les quations de la forme

dA5 duA,

dA IIduA+IIrluA q-IIluA;q-llduA,
(3.4)

dA;, II;duA5+H;duAr
dA;o= IIduArq ;’

IIduA;
En tenant compte des quations (2.2), on obtient l’expression sui-

vante pour les composantes de la connexion conforme par rapport au
repre [A, A, A, A],

(3.5)

log a -- 3 log a -- //r3u 3uII=II u u u’u ur

Ologa - Ologa --+

___1 Gr log a - log a --1

G.2 ur u

(a ---f GrNr )N,-1

loga

+3 log a -- Gr log a--=- Ga ,U,,

i1._ 1
n-1

+a .1_ )loga " GrNr,

]Ia Ma I]aB GaB,

r r,,ni ;"
ii.

Br.=GrGa-.x---x u
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Une consideration gometrique nous conduit R dfinir une connexion
conforme induite sur l’hypersurface par

A dA (dAsA;)A;,

3A dA-(dAA;)A;, soit,,

A:=dA:-(dA:A;,)A;

Dans le cas de la connexion normale, on peut prendre le repre de
M.O. Veblen pour l’espace ambiant et un relre analogue dfini par
(2.4) pour l’hypersurface. Pour le repre de cette sorte, les composantes
de la connexion seront donnes par

(3.6)

r nrar6 6II; o II,a II

4.
finis par

(4.1)

Les tenseurs de courbure de l’hypersurface peuvent tre d&

En cherchant les relations entre 2Ah et PQQrs, nous obtiendrons,
dans le cas de la connexion g6n6rale (le repre 6tant naturel),

(4.2)

MoT 8 --MO$ T --’0,

off B" GGB B a ,l:q u MS GrMr

Mpr Mpr,-MQrll$ Mp,II$ et (AtA) MPrdur.
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Les &lutions (4.2) e (4.3) sont respectivement ]es uations de
Guss e de Czzi pour nore hyurfe.

Dans le cas de la connexion normale, en prenant le re de
M. O. Veblen, nous aurons, au lieu de (4.2) et (4.3),

(4.4) 9}r BBBB+MrM-MsMr
(4.5) BBBB-Mr+Mr=O

o B. gagBh Bh- 3u M grMr

--1

-1 gr

[] dsiant la driv eoarian rrao ax symles de Chrisffel

Par un ealeul diree, on u dmontrer que 1 quations (A) et
(4.g) effineiden resetiemen aee les quations de au e de
remmen obtenues ar un des rn aueu.. Pour les eours raes sur l’hyurfaee, on ut d-
montrer le thrme suian

Thorme: Si une co est c sur l’hyuace tolement
ombiliqu (Ma=O) le paramtre projtif t sur la cour rard
comme tant celle dans l’espace ambiant et le paramtm projgf r

s la cour regard comme 6nt celle sur l’hyurface cncident
une transformation homoaphique ps.
En considrant une conence r de spheres A ngente une

hyrsurface donn dans un pe connexion confome, on ut
gnralir la thorie d courts auconcou de M. A. Hmoci.

circonfrence gnralis s l’hyrsface que no avons trait
en haut est une-so de cour auoncoan, ulemant nous avons
pris les sphr A mme celles qui forment une conence des sphre

6. Pour l points ombilics et les hyurfaces totalement
ombiliqus, nous avons une sui de thormes"

Thrme: Si us les courts sur l’hyrsurface passant p un
int fixe et tant en conct du troisime ordre avec les circonfrences
gnralis de l’espace ambiant uvent tre en contact de troisime
ordre av une circonfrence gnrali sur l’hyrsurface, ce point
fixe et un int ombilic.

Thrme" Une condition ncire et suffinte pour que tous
les courts auoncourans spcialess passant par un point fixe soient

1) K. Yano: Sur les quations de Gauss darts la gomtrie conforme des espaces
de Riemann, Proc. 15 (1939), 247-252, Sur les (quations de Codazzi dans la gomtrie
conforme des espaces de Riemann, Proc. 15 (1939), 340-344.

2) A. Haimovici: Directions concourantes et directions parallles sur une varit
d’un espace conforme, Thse Jassy (1938).

3) K. Yano et Y. Mut5: Sur la thorie des hypersurfaces dans un espace con-
nexion conforme (sous presse).



No. 7.] Sur la thorie des hypersurfaces dans un espace connexion conforme. 273

en contact du troisibme ordre avec les circonf6renc.es g6n6ralis6es de
l’hypersurface est que ce point soit un point ombilic.

Th6orme" Sur une hypersurface totalement ombiliqu6e, la circon-
f6rence g6n6ralis6e et la courbe autoconcourante spciale coincident,
inversement, sices deux courbes coincident toujours, cette hypersurface
doit 6tre totalement ombilique.

Th6orbme" S’il existe toujours une hypersurface totalement ombili-
qu6e passant par un point fixe et 6rant orthogonale R n’importe quelle
direction, le tenseur conforme de courbure de M. Weyl s’annule en ce
point.)

1) J.A. Schouten: 0her die konforme Abbildung n-dimensionaler Mannigfaltig-
keiten mit quadratischer Massbestimmung auf eine Mannigfaltigkeit mit euklidischer
Massbestimmung, Math. Zettsch. 2 (1921), 58-88.

K. Yano: Sur les quations de Codazzi Proc. 15 (1939), 340-344.


