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84. Eine Bemerkung iiber einfache qysteme.

Von Makoto ABE.
Mathematisches Institut, Kaiserliche Universitt Tokyo.

(Comm. by T. T.KAGI, M.I.A., Oct., 12, 1940.)

1. Herr W. Landherr bemerkt in seiner Arbeit iiber einfache
Liesche Ringe,D dass jedes einfache distributive System iiber einem
GrundkSrper k der Charakteristik 0 sich als ein einfaches System
/g fiber einem (bis auf Isomorphie eindeutig bestimmten, endlichen)
ErweiterungskSrper K yon k betrachten lst, welches letztere bei
algebraischem Abschliessen des GrundkSrpers K einfach bleibt. Diese
in einer sehr umfassenden Klasse von assoziativen bzw. nicht assozia-
tiven Systemen giiltige Behauptung stetlt er unter der einzigen An-
nahme lest, dass das betreffende System / bei algebraischem Ab-
schliessen des GrundkSrpers eindeutig in die direkte Summe der ein-
fachen Ideale zerfallen soll. Im folgenden soll gezeigt werden, dass
auch diese Voraussetzung iiberfliissig ist; dass sie tatsichlich aus der
Einfachheit yon folgt und dass iibrigens der GriindkSrper k ein ganz
beliebiger vollkommener KSrper (also z.B. auch ein Galois-Feld) sein
kann.2)

2. Von je zwei Elementen , y aus einem endlichen k-Modul
(k ein KSrper) sei das Produkt" y unter einziger Bedingung definiert,
dass y in bezug auf und y bilinear ist:

(alXl-- a2X2)Y al(xlY) -I- a2(x2Y),
a, a2 e k

(alYl -[- a2Y2) Zl(Yl)-a2(gY2),

Ein solches System nennen wir ein distributives System iiber k oder
kurz ein k-System ". Bilden u, u, ..., u eine k-Basis yon "

ku-t-... /ku,.,

so wird das k-System durch die Multiplikationstabelle der Basiselement
u vollstndig bestimmt

/UiUj-"k cu 1 : i, j : r, c e k

c- heissen Strukturkonstanten von . Erweitert man den GrundkSrper
k zu einem OberkSrper K und lisst dabei die Strukturkonstanten un-
verndert, so entsteht ein K-System K KUl-"" /Ku. Wir schreiben
start , K auch / bzw. K/, um den urspriinglichen GrundkSrper k
kenntlich zu machen.

Ein k-Teilmodul a yon heisse (zweiseitiges) Ideal von , wenn

1) W. Landherr; tber einfache Liesche Ringe (Abh. Math. Sem. Hamburg, 11
(1936), 41-64), Stze 1 und 2.

2) So kSnnen wir die Diskriminantenbetra.chtung vermeiden, die Herr Landherr
zur Verifikation seiner Voraussetzung bei assoziativen bzw. alternativen bzw. Lieschen
Systemen zu Hilfe nimmt, was nur im Falle der Charakteristik 0 zum Ende fiihrt.
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a und aa gilt; heisse (zweiseitig) einfach, wenn es kein
anderes Ideal als (0) und selbst enthiilt. Ein (einfaches) System heisse
normal-einfach,) wenn bei algebraischem Abschliessen des Griind-
kSrpers k einfach bleibt. Herrn Landherrs Satz (in verallgemeinerter
Form) lautet dann:

Satz. Das einfache distributive System ier den vollkom.menen
ndkSrper k ist einem normal-einfachen System i; iber einem end-
lichen ErweiterungkSrper 12 yon k k-operatorisomorph. und t sind
bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

3. Wit brauchen das folgende bekannte Lemma iiber die Grund-
kSrpererweiterung eines Moduls"

Lemma. Es sei m ein k-Modul; K sei eine separable galoissche
(endliche) Erweiterung von k.

m ku/ /ku
!Yt inK=Ku+... +Ku

Jeder Automorphismus a yon K iiber k induziert einen Automorphismus
von !Y/: (] aui)"= au, aie K. Ist ein Teilmodul 9l von gegen
jedes o invariant (9l 91), ist 9l die K-Erweiterung eines Teilmoduls
n yon m"

9=Kn, n=m.
Beweis bekannt,s

4. Der GrundkSrper k sei im folgenden immer als v011kommen
vorausgesetzt. Wir beweisen nun"

Ein einfaches k-System zerfiillt bei algebraischem Abschliessen
des GrundkSrpers eindeutig in die direkte Summe der einfachen Ideale.

Beweis. Es sei A der algebraisch abgeschlossene KSrper iiber k.
[ sei ein minimales Ideal (0) yon A: Wir nehmen eine A-Basis
Vl, ...,V vorl

AVl-]-"" -i" AV,, v a’a, a e A.

K sei eine endliche galoissche ErweiterLmg von k, die alle (endlichviele)
Elemente a- enthilt. Dann sind v,, ..., v. e und a i =Kv,+
..+Kv, ist ein minimales Ideal von , dessen Erweiterungsideal in
A gerade I ist: 2 =’Aa. 1, a, r, seien die Elemente der Galoisschen
Gruppe von K iiber k. Jedes a induziert einen Automorphismus a

von , der sich seinerseits zu einem Automorphismus yon fortsetzen
lisst. Das Ideal Aa" yon ist das Bild von Aa=92 bei diesem Auto-
morphismus von und daher auch minimal; a" ist wie a ein minimales
Ideal yon K. Fiir je zwei a, v e( gilt also entweder a=a oder
a" a=(O). Die Automorphismen r yon (, die a invariant lassen
(a=a), bilden eine Untergruppe von (. Man teile nun ( in links-
seitige Nebengruppen nach t ein"

1) Wir definieren hier nicht ein ,,normales System", wie im assoziativen Fall.;
,,normal-einfach" bedeutet also nicht ,,normal und einfach ".

2) Siehe z.B.M. Deuring: Algebren, D. 35.



386 M. ABE. [Vo]. 16,

Jeder Nebengruppe e entspricht ein Ideal =a% a=. Ffir ver-
schiedene , k sind die Ideale und verschieden und daher (0).
Die Summe aller dieser Ideale +---/a ist also direkt. ist ferner
gegen jeden Automorphismus yon ( invariant. Aus dem angeffihrten
Lemma folgt daher K(r) r ist ein Ideal . (0) yon , also
wegen der Einfachheit yon r . Daraus folgt K , d.h.

=+..-+. Da [ A=Aa minimale Ideale yon sind, ist

=;+...+
die direkte Summe seiner minimalen Ideale. Da jedes Ideal yon [
auch ein Ideal in ist, ist f ein einfaches Ideal von . Ins-
besondere ist ein (beliebiges) minimales Ideal [ immer einfach.

Die einfache Komponenten f, ..., [ sind ferner eindeutig bestimmt.
Mit Ausnahme des trivialen Falles =(0) ist [[=(0). Denn aus
[[=(0) wfirden [[=(0) und =[[=(0) folgen, was mit=(0) im Widerspruche steht. [ war aber ein beliebiges minimales
Ideal yon ; ffir jedes minimales Ideal B yon ist also auch
BB (0). Es gilt mithin

mindestens einI ist =t (0), also :4 (0). Wegen tier Minimalit/it
yon D und I ist dann =, d.h. , ..., sind die einzigen mini-
malen Ideale yon , w. z. b. w.

Im oben ausgenommenen trivialen Fall $=(0) ist jedes Produkt
gleieh 0 und jeder Teilmodul yon ein Ideal; ist also dann und nut
dann einfach, wenn eingliedrig ist. Dann ist auch eingliedrig und
einfach, und die Behauptung gilt in trivialer Weise.. Naehdem die Behauptung in Nr. 4 als immer giiltig naehge-
wiesen ist, verluft der Beweis des Satzes genau so wie bei Herrn
Landherr. Ich behr/inke mich also bier auf eine kurze Beweisskizze.

Die Elemente s yon (K) lassen sich eindeutig in tier Form
s=s+.--+s, sea darstellen. Es gilt s=s und s[=s fiir jedes r
yon g. ss ist ein Isomorphismus yon in a; die Gesammtheit yon

s bildet also ein mit isomorphes System a. Die Elemente yon

sind ferner unter den Elementen yon a dutch die Invarianzeigen-
schaft sI s, r e g charakterisiert.

.@ sei nun der ZwischerkSrper zwischen k und K, der der Unter-
gruppe g yon q entspricht. Aus e 9, s e , r e g folgt (toss)’=
w’s[=tos;, also tos e , d.h. lsst die Elemente von als 0peratoren
zu; wir kSnnen also 1 als ein 9-System $1/ betrachten. Da $/ in :/
Ideale zerf/illt, deren eines mit $/ isomorph ist, und da andererseits
$r/’’$A/ in genau einfache Ideale zerf/illt, ist / einfach, d.h.
$/ ist ein normal-einfaches 9-System, dass mit k-operatorisomorph
ist. Die Eindeutigkeit (bis auf Isomorphie)eines solchen normal-ein-
fachen Systems ist auch wie bei Herrn Landherr zu beweisen.

1) Sonst wiire e=K( g)=(0), a =(0) und schliesslich =Aa=(0) entgegen
der Voraussetzung.

2) Diese Tatsache folgt wie im assoziativen Fall daraus, dass I sich gegenseitig
annullieren (0)-- Ij D


