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17. Sur les thormes de M. Valiron et les singularits
trenscendantes indirectement critiques.

Par Yosiro TUMURA.
Nippon Ikadaigaku Yoka.

(Comm. by S. KAKEYA, M.I.A., March 12, 1941.)

1. M.L. Ahlfors a dmontr le thorme suivantD"

A. Soi$ f(z) une fonc$ion mromorphe d’ordre , don la fonction
inverse possde n singularits trenscendanes directemen$ critiques dis-
$inctes sur sa surface de Riemann. Alors, pour n 2, l’ordre es au

1 esmoins n-n-’2’ pour n=l, il n’eise pas de chemin B surlequel -o
borne, o o es$ la coordonn de la singularitY.

M.G. Valiron a prouv deux thormes suivants"
B. 1 Toute fonction mromorphe dont la fonction caractristique
T(r,f) satisfait la condition

lim T(r,f) =0,
(log r)

possde au plus une valeur asymptotique. 2 Encore, il existe une
suite de circonfrences z]=r (r-- c) sur lesquelles f(z) tend uni-
formmen$ vers une mdme limite.
C’. Soit f(z)une algbrode mromorphe k branches don la fonc-
ion caractristique sa$isfai$ la condition T(r,f)=O((log r)). Elle
possde au plus k valeurs asymptoiques.

En employant des familles normales, nous prouvons l’extension des
thormes de M. Valiron, ensuite tudions la singularit indirectement
critique.

2. Lemme 1. Etan$ donne une suite des nombres positifs
0 <:: p p. p (lim p= ), dsignons le nombre des p r
par n(r),

d-- oo (I)N(r)=
o n(t)t dt et si lim

(log r)
N(r) h

alors

im 2+__ ea ::> 1. (2)

Si pour tout r :> ro, (r) => 2h’ log r (h’= h+ , > 0 arbitraire), on
a par l’intgral partielle
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3) G. Valiron, Sur le nombre des singularits trenscendantes des fonctions inverse
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d’ofi

> e ’I t > e ’I
N(r) :> h’ (log r) 0(1),

qui est contradictoire avec (1). Donc il existe une suite {r,} qui satis-
font

n(r,) 2h’ log r,.

Supposons, encore, kp::>p/ pour tout i/, off / est arbitraire mais

fixe, k e--s. De p()+ :> r,

donc
p/(-+> r, pour tout

-:---:-.1 (log r, log p+/ 1) log r, 0(1)n(r,) :>
log/ log k

pour tout r, :> ps. C’est contradiction. Comme :> 0 peut tre aussi
petit que l’on veut, on obtient (2).

Soit f(z) une algbrode k branches dont la caractristique satis-
fair la condition

lim T(r, f) < h< + co (3)
(log r)

Soient a, b, c, trois valeures arbitraires, N(r) la fonction num(rative
(Anzahlfunktion) des points critiques de la z-surface de Riemann.

N(r w) <: T(r, f)+0(1) (w=a, b, c)

Posons

donc

N(r) <2 (2/ 2) T(r, f) + 0(1).

N(r)=k2"N(r w)+kN(r) <2 k(2/+ 1) T(r, f)+0(1),

N(r) < hk(2t+ 1)
(log r)

Par suite il existe, de lemme 1, une suite de couronne D-
( 1 )r< z < dr log d

2h/c(2k+ 1)
::> 0 dans laquelle toute la

branches de f est rgulire et n’est gale ni a, ni b, ni c. Posons

f.,(z)=f,(--..) (=1, ...,/; lk)off f, dsignent des branches de f.
La famille {f.,} est normale) dasn le domaine D: 1 < zl <2 d. Si f(z)
possde (k+l)-valeurs asymptotiques distinctes (sur la surface de Rie-
mann de sa fonction inverse), dans chaque D, une branche au moins

1) M.K. Nosiro a prove" Soit f(z) une fonction mromorphe, h > 1 un nombre

arbitraire. Posons fr(z)=f(-). Si la famille (fr(z)} est normale dans la couronne

1 < zl < h, alors T(r, f)--0((log r)).
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deux chemins asymptotiques. C’est contradictoire, par consequent l’on
obtient le

Thorme I. Toute l’algbrode mromorphe k branches dont la
fonction caractdristique T(r,f) vdrifie (3), possde au plus k valeurs
asymptotiques distinctes ; si elle en a , soit a, ..., a, il existe une suite

de couronne r z dr vdrifiant log d 1 -0 (0
2hk(2k+l)

arbitraire) dans lesquelles une branche tend uniformdment vers a
(i-1, ..., ). Sa fonction inverse possOde au plus k singularits trens-
cendantes sur la surface de Riemann.

Pour k=l ce rsultat se rgduit l’extension du thorme B 1.
Nous pouvons fitendre quelques thormes par cette mthode; Par

exemple, thdorOme de Phragmdn-Lindel6f ot une fonction possOde dans
l’angle des p61es qui vdrifie (1).

3. Soit w=j(z) la fonction mromorphe dont la fonction inverse
a une singularit indirectement critique sur w= . Dans z-plan une
langue 3 correspond au domaine wl> 1. Supposons que 3 possde au
moins une contour C allant l’infini (C est une contour la plus x-
trieure). Soit ]le domaine simplement connexe qui est limit par C,
et 3’ le domaine simplement connexe dont la contour coincide avec celle
de excpt des courbes bornes. Soient pi ([ PiI[Pi+ I) les pSles de
f(z) dans , et g(z, p) fonctions de Green de ]. I1 y a trois cas-

a) lim N(r, , f)
(log r)

lim N(r, , f) / (4)f
] (log r)

b)
log N(r, z/, f) <2 1 (5)

log r 2

c) lim N(r,,f) /o, et lim logN(r,l,f) .1
(log r) log r 2

Au cas de b), nous dmontrons que 2g(z, p) converge. Nous trans-
formons ] en -demi-droit-plan H tel que l’infini correspond l’infini,
et p q. Dsignons l’arc de z]=r dans ] par 0, transform de 0
dans -plan par r, et p(r)=Minl] sur rr.

Par le "Verzerrungssatz" de M. Ahlfors on obtient

(r) CVr
en particulier

q ]::> C/[p I. (6)

Comme la fonction numrative est, de (5) et (6), d’ordre infrieur
un, 2"g(’, q)converge, off

g(, q)= log -t- (7)-q
est une fonction de Green de H.
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Considrons deux cas"
1 I1 existe au moins une point off log If(z)[::> Xg(z,
2 log]f(z)]___<Xg(z,p) dans . (8)
Cas de 1. (z) =f(z)-Xg(z, p) tant harmonique darts et ___< 0

sur son contour, (z) ne peut tre borne dans /. De ces conditions
nous obtiendrons d’aprs des preuves de Thorme A,

I Il)g f(re) d ::> (z)d > C. r
Or Or

off a(r)<: 2 est une quantit relative l’aire de la partie commune de
A’ et ]z[

Cas de 2 est impossible. Car 3 correspond une singularit
trenscendantes w= oo, il existe une courbe F allant l’infini dans z sur
laquelle f(z) tend l’infini. De (8)

lim 2g(z, p)= sur F.

Si l’on dsigne la transform dans -plan de F par

lim Vg(, q)= o sur F’.

Oil g(,q) est une fonction de Green qui est dfinie par (7). La
fonction

G($) H .+ (9)-q

tend 0 sur la courbe symtrique l’axe imaginaire. Consquemment
G() possde deux valeurs asymptotiques" zro et l’infini.

On peut prouver aisment le
Lemme 2. Si une suite (p} possde la proprit (1), et une autre

suite {q} vrifie

Iq l>c.lp l (c>0,

la suite {q} aussi satisfait la eondition (1) (avee autre valeur de h).
De (4) et lemme 2, la fonetion G()dfinie par (9) vrifie (3), e’est

eontradietoire avec Thorme I. Done
Thorme II. Soit w=f(z) une fonction mdromorphe dont la fonc-

tion inverse possde au moins une singularit indirectement critique
(ou non-directement critique au sens de ,M. Iversen) sur w= , et soit, la langue correspondante. Si a au moins une contour allant
l’infini,

1 soit 1;glf(re)ld>Cr(, a(r) <
2 o 2

2 soit lim N(r,z,f) =co
(log r)

3 soit lim logN(r,d,f) > 1
logr 2
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3 sera peut-tre amlior. M. Valiron a fait une exemple de fonction
dont la caractristique T(r, f) vrifie

T(r, f) (log r) (r)

off (r) est une fonction croissante de r(-- avec r--, ) mais aussi
lentement que l’on veut et qui a une infinit des valeurs asymptotiques.
(loc. cit. 2).

Comme la corollaire il suit que" Si la fonction inverse possOde m
singularitds directe et n singularits de sorte 2, (m+n 2), l’ordre
p m+n.

2


