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3. Une remarque sur les projections dans certains
espaces du type (B).

Par Hitosi KOMATUZAKI.
(Comm. by T. YOSIE, M.I.A., July 12, 1941.)

Considrons le problme suivant" existe-t-il dans un espace R donn
du type (B) pour tout sous-espace linaire ferm 9 de l’espace R un
sous-espace linaire ferm tel que tout lment f de l’espace R se
laisse representer d’une seule manire dans la forme f=g/h o g e
h e ? M.F.J. Murray a montr que le problme est quivalent au
suivant" existe-t-il une projection de l’espace R sur ?

Ce problme est rsolu affirmativement pour les espaces (L2) et
(/2), et ngativement pour les espaces (L) et (1) (1 <: p <= , p 2)2.
j’ai prouv qu’il est rsolu aussi ngativement dans les espaces (C), (c),
(M), (m), (C) (p= 1, 2,...) et (c0). Notre dmonstration est base
sur un rsultat de M. S. Banach d’aprs lequel il est rsolu ngativement
dans l’espace (1). Mais ce rsultat est signal sans dmonstration dans
un livre de M. Banach" Thorie des operations !in,aires. Or, dans
cette note, nous allons prouver directement qu’il est rsolu ngativement
pour l’espace (c), et montrer que cela entrane immdiatement la rponse
ngative au problme pour tous les autres espaces considrs" (C), (M),
(C) (p= 1, 2, ...), (Co) et (1). Donc, nous avons non seulement une d-
monstration directe que nous croyons assez simple’ de notre rsultat,
mais encore celle de l’nonc de M. Banach.

Donnons d’abord quelques dfinitions sur les noions que nous
employerons plusieurs lois dans la suite. ]tant donn un sous-espaces

linaire ferm d’un espace R, nous dfinissons C()et C(R)comme
suivant , quand il n’existe aucune projection de l’espace R sur .
C()) =borne inf EI, pour toute projection E telle qu’on air ER=,

quand il existe au moins une telle projection.

C(R) borne sup (C())}.
R

Dsignons par (c) l’espace des suites ordonnes (a, a2, ..., a) des n-
hombres rels o la norme de cet espace est dfinie par (a, a2, ..., a)II
=max al, et (c)=(c)et par (l} l’espace des suites dernires dont
i==l

la norme est dfinie par (a, a2, ..., a)II , a ]. Nous entendrons
i=l

par (c) (Cn) l’espace (c) et il exprime l’espace compos6 des espaces
(c) et (c) tel que son 16ment soit de la forme f g=(ab, ab2, ...,

1) Cf. F.J. Murray: Relations between certain problems of Banach. Studia
Math. Tome VI 1936, p. 199.

2) Cf. F. J. Murray- On complementary manifolds and projections in spaces Lp
and l. Trans. Math. Soc. Vol. 41, 1937, p. 138-152.

3) Cf. H. Komatuzaki" Sur les projections dans certains espaces du type (B).
Proc. 16 (1940), 274.
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ab, a.b,..., ab,) off f= (a, a, ..., a) e (c), g (b, be,..., b) e (c.). Pour
tout lment f=(a, a, ..., a) e (c) dsignons par {f} l’lment (a,
a’ a) de (l) tel que a(,.., =a ou 0 (i=1,2, .,n) suivant que
a]=max a ou non, et par [g] I’lment (sgn b, sgn b, ..., sgn b.)

Y=l, 2 n

de l’espace (c} pour tout lment g=(b,b,...,b)e(l). Soit un
sous-espace linaire ferm de l’espace (c=), et dsignons par * l’espace
constitus de tout lment g e (l) tel que (fi g)=O pour tout lment
fe . Puisque les lemmes 2.2.1, 2.3.1. 2.3.2 et 2.3.3 de l’article cit
de M. Murry sont vrais pour nos espaces (c) et (/), nous avons le

thorme C(c) C(1) + 1.

Donc, si C(c) est infini, C(1) est aussi, c. d. notre problme est r4solu
ngativement dans l’espace (1). Maintenant, nous allons montrer que

C(v) .
Nous considrons l’espace qui est constitu par tousles com-

binaisons linaires des lments =(1, 1, 0) et =(0, 1, 1). Alors

lments =(2 1 _) et =(_1 1 2) de l’espace ,
3’ 3’ 3’ 3’ 3

jouissent de la proprietY" (1), 1)) 4. Les lments hD= ( 1
2’ 2’

-1), h)=(, 1, ) eth) (1, ,-_1)decelui-ci ont lanormel.

0r, nous pouvons montrer que (c) --.4 En effet, quand nous pre-
3

nons les lments (i=1, 2, ..., k) qui sont linairement independents
dans l’espace k-dimension de (c), la transformation E dfinie par

k

Ef= (,f) est une projection de (c) sur , puisque nous avons
i-1

(, )= les !ements e (l) (j 1, 2, ..., k). 0r, pour tous fe (c)
et g e (l) un lment g* existe tel que (Ef, g)=(fi g*), et g* est alors

donn par la formule g* E*g (g,) et El= E* [. I1 est onc
i-1

suffisant de montrer que pour toute projection E, de (c) sur ,
]E --.4 Comme les lments {hD} (i= 1, 2, 3) ont la norme I darts

3
4l’espace (), il suffira de montrer que ]E{hl>} pour au moins un

i. 0n peut s’assurer cela toute de suite par un calcul simple. Dans
l’espace (c), nous considrons l’espace c. d. 1 1 qui est com-,, 1 p .,.,,p0s espaces identiques , ra,_,)+ (s,t=l, 2), a,-,)+--

CP> (s, t 1, 2) et ,,2 hD h,_)+ (s, t= 1, 2,3). Nous avo

alors C(c) En effet E{h’}I=IEE.{h’h’}1

N {h’} NN {h’} I= N {h’} our eeraines , t . d.

4) Cf. loc. cit. 2) p. 142-143.
5) Cf. loc. cit. 2) p. 146.
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un i, d’ofi nous avons C(c) - Par l’induction math6matique,

nous pouvons tablir l’ingalit C(c) - Puisque nous uvons
trouver, pour tout hombre n, un nombre N tel que 3Nn 3N+I,

(e) (e) (e) done (e)= . I1 exise un sous-aee
linaire erm darts l’esaee (e) el que C(e)=()=. Notre
Nme es aussi rsolu n6gativemen our l’esaee (e). Nt, ar consequent,
il esg r6solu aussi ngaivemen ur les esaees (), (), (m) ((),
(e./e ().

6), 7) Cf. loc. cit. 3) thorme I.
8) Cf, loc. cit. 3).


