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75. Gemeinsame Behandlungsweise der elliptischen
Lieschen, hyperbolischen Lieschen und para-
bolischen Lieschen Differential-
geometrien, 2.

Von Tsurusaburo TAKASU.
Mathematisches Institut der Tohoku Kaiserlichen Universitat, Sendai.
(Comm. by M. FUJIWARA, M.LA., Oct. 11, 1941.)

1. Einleitung. Im ersten Abschnitt?® habe ich die pentazyklischen
und hexasphérischen Koordinaten zum Falle der orientierten

Kreise rechtwinkligen Parabeln®
Hyperbeln

(x—a)2—(my —mb=er?, (e==1),

m=rt, m=nh, m=p=Infinitesimale,
#=—1 h=+1 =0,
—b?=2d =endlich,
Ve r=1pb
und zum Falle der orientierten
Kugeln rechtwinkligen Paraboloide?
Hyperboloide
mAx—a):—(y—b)—e(z—cl=er?,
e=+1, e=+1, e=+1, m=p=
m=1, *=-—1 m=h, B*=+1 Infinitesimale,

Ver=pV ala—2a),
2d = —p?a=endlich

verallgemeinert.

Im Folgenden moéchte ich die genannten Koordinanten zum Falle
der allgemeinsten anhlichen und &hnlich gelegenen Kegelschnitte und
Konikoide verallgemeinern.

2. j-Liesche Geometrie in der Ebene. Im Folgenden werden die-
jenigen N. E. parabolischen Geometrien, welche ich in der letzten Ab-
handlung® eingefithrt habe, zu Grunde gelegt. Dabei war die Formel
fir das Quadrat des Abstandes folgendes :

(=o' P+v@—a) (y—y)—pry—y)>2

1) Dieses Stiick gehort zur Reihe von Untersuchungen, welche finanziell vom
Unterrichtsministerium unterstiitzt sind.
2) Proc. 16 (1940), 341.

4) D.h. (y—byte(z—cr=4d-(x—a’), Ve r=pvala—2d¢/), 2d=—p'a, e=—1.

5) Proc. 17 (1941), 330, Nr. 8. Dabei spielten die bindren komplexen Zahlen
z=x+3y, (F=p+vj; u,v, %,y : reelle Zahlen) wichtige Rolle.
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Wir fihren

pentaelliptische Ellip-
senkoordinaten (£); und
pentaelliptische Ellip-
senkongruenzkoordi-
naten (a)s
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pentahyperbolische

Hyperbelnkoordinaten
(8)s und pentahyper-
bolische Hyperbelnkong-
ruenzkoordinaten (a);

folgendermassen ein. Es seien (§), die

tetraelliptischen Ellip-
senkoordinaten.

Setzt man
[1]
so gilt die Identitét:
(2]

tetraphyperbolischen
Hyperbelnkoordi-
naten®,

E=11 (£€)=1,

(55)5=0 .

Eine Gleichung von der Gestalt

(3]

(@)=0, ((aa)=1)
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pentaparabolische
Parabelnkoordinaten
(5)s und pentapara-
bolische Parabelnkong-
ruenzkoordinaten (a)s

tetraparabolischen
Parabelnkoordinaten®.

stellt eine lineare Kongruenz von dhnlichen und dhnlich gelegenen

Ellipsen

dar.

| Hyperbeln

| Parabeln

Die Gleichung [3] kann man geometrisch folgendermassen deuten.

Die Gleichung [3] lasst sich also folgendermassen umschreiben :

A_((_I.QQ_. = % =g % =k t.
[4] v (aa), 1 (aa), V1- o onst.
d. h.
[5] cosj (a, £) =konst.
(ag)g "l" (1555 —_ ’L.(l4 - ’ia4 = k t
[6] v (aa)s+ o 1/(aa)3+ 2 V1-d onst,

wobei die (£) so normiert sind, dass §4=1 wird. Um die geometrische
Bedeutung von (6) klar zu machen, setzen wir

= 20+ vb
Yt vab— R —ert—1
T iV B4+4ub

2 ’

B a?+vab—pb?—er?—1

6) Ibid, Nr. 9.
7) Ibid, Nr. 9.
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£ a?+vab— pb?—er+1
P ¥ @+ vab—pbR—er2—1

gs___ 2V eri2 v/ (£€), - —2Ver :
a?+vab— b —er®~1  a?+vab—pb?—eri—1
(8) Zn=1/(—a:—h, (n=1,2,38,5),
so dass (6) zu
©) (#E)s+icks=konst.=¢

wird, Dabei kommt nach +1 ¢ eine Orientierung in Betracht. Setzt
man (7) in (9) ein, so folgt:

CETEE R WL T

C+53 2 C+z3
(Ve fo A e
C+Zs (C'I"ag)z
d.h.
y - ~ 2
10 (a+ w a o )
(10) V' +4p ctas  ctas

; G i % &
oot (- )
TV A 4y ota ot VA At

27 PR
—pb-— . %2 > =Xkonst.
/‘< VAL Ap ctag

Aus (9) und (10) liest man folgendes ab: Der Inbegriff der dhnlichen
und dhnlich gelegenen orientierten

Ellipsen, | Hyperbeln, | Parabeln,

welche von einer festen solchen wm einen konstanten

J-Winkel geneigt | 7-Abstand entfernt

sind, bilden eine lineare Kongruenz von dhnlichen und dhnlich gelegenen
Ellipsen. | Hyperbeln. | Parabeln.

Die in Betracht kommende Transformationsgruppe, welche wir die
j-Liesche Gruppe nennen wollen, ist von quindren orthogonalen Trans-
Jormationen. Die zugehorige Geometrie mochte ich die j-Liesche Geo-
metrie in der Ebene nennen.

v e up8d)
8) Im Falle {(x )4 b)} 1P

£=Qap—8udyp*: f(az—l)p4—8uadp2—64ﬂd2—% A/t — Ad(ByE—p?) (b’p2+4d)] ,

&=8ipd:[,], .
E=ip] (@ + P —Bradp —6ud— A p— 443 — ) (P +4d) |11, ),

(x—a)+(y—b’)}=0 wird dies zu:

B= i3V P+ 16dBvi—18) (W PP+ 4d)E o[, 1.
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Die Fundamentalinvariante in dieser Geometrie ist die Grosse :

[11]

Iaﬂ = (aﬁ)s .

Diese Invariante lasst sich auch folgendermassen umschreiben :

€08j gag—Co8j ¢q €O8j ¢

[12]

pnt

Ig= S— faf 16 —
¥ V1 o8] ¢ Sinj pa— 11 SINF® da Vv COB] pg SIN] pp— 4 SING’ 93

w2—) (1)@~ )iSes— ) EEL 52} 1o v Set Sp- -1 (52459

W 2uSef@—9—riSut @2 L 5t} 4t rusefe—n)—riSpr -0 EEL s}y

2

Dabei bedeutet ¢, den j-Winkel zwischen den beiden Grund-

Ellipsen

| Hyperbeln

| Parabeln

und ¢,, ¢ bzw. den konstanten j-Grundwinkel der Kongruenzen (a)s
und (B)s und S,z den j-Tangentialabstand zwischen den beiden Grund-

Ellipsen

| Hyperbeln

| Parabeln

und S,, S; bzw. den konstanten j-Grundtangentialabstand.
3. j-Liesche Geometrie im Raume. Von den penta-

ellipsoidischen  Ellip-

soiden-

hyperboloidischen
Hyperboloiden-

paraboloidischen Para-
boloiden-

koordinaten (£); ausgehend kann man ganz wie in Nr. 2 fiir orientierte,
dahmliche und dhnlich gelegene

Ellipsoiden hexaellip-
soidische Ellipsoiden-

Hyperboloiden  hexa-
hyperboloidische Hy-
perboloiden-

koordinaten (&), ((6€)s=0) samt

hexaellipsoidischen El-
lipsoidenkomplex-

hexahyperboloidischen
Hyperboloidenkomplex-

koordinaten (a)e, ((aa)e=1) einfithren.

Die in Betracht kommende Transformationsgruppe, die wir die
j-Liesche Gruppe nennen wollen, is von 6-dren, orthogonalen Trans-

Jormationen.

Paraboloiden hexa-
parabolische Parabo-
loiden-

paraboloidischen Para-
boloidenkomplex-

Die zugehorige Geometrie mochte ich die j-Lieschc Geometrie im

Raum nennen.

Die Fundamentalinvariante in dieser Geometrie ist

[13]

IaB = (aﬁ)s )

welche sich geometrisch wie bei [11] deuten lisst.

4. Algebraische j-Liesche Geometrie und j-Liesche Differential-
geometrie. Die algebraische Liesche Geometrie lasst sich parallel zur
gewohnlichen algebraischen Lieschen Geometrie im Buch:

J. L. Coolidge, A Treatise on the Circle and the Sphere, (1916)

entwickeln.
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Die j-Differentialgeometrie lisst sich parallel zur gewdéhnlichen
Lieschen Differentialgeometrie im Buch :

T. Takasu, Differentialgeometrien in den Kugelrdumen. Band IIL
Liesche Differentialkugelgeometrie,
welche in kurzem zu erschenen ist, entwickeln.

5. Herleitung der j-konformen Geometrie. Adjungiert man 2um
j-Lieschen Rawme einen linearen

Ellipsoiden- | Hyperboloiden- | Paraboloiden-

komplex, so entsteht ein j-konformer Rauwm.

6. Herleitung der j-Laguerreschen Geometrie. Adjungiert man
zum j-Lieschen Rawme, in welchem Berihrung orientierter

Ellipsoide | Hyperboloide | Paraboloide
@)=0,  ((ac)s=0, (£8)=0)

als vereinigstes System betrachtet wird, ein orientiertes
Ellipsoid, | Hyperboloid, | Paraboloid,

80 entsteht ein j-Laguerrescher Raum.
7. Geraden-Konikoiden-Transformationen. Wir setzen :

Pe=§&+1&, Pas=81—14,
[14] Ps=E&+15, Pp=5—15s,
=&+, Pas=E3— 155 .
Daraus folgt dann:
[15] D13t DisPaet+ Dupu=(£€);=0 ,
[16] DDt DiPsst+ DisDio+ DisPaz+ D1+ PiaPes= (EE)s .

Die Gleichungen [14] stellen dann ein Analogon zur Lieschen
Geraden-Kugeltransformation dar®, die wir im Falle

V44u<<0, | +4pu>0, | v/v2+4p=1Infinitesimale,
die Geraden-
Ellipsoiden- | Hyperboloiden- | Paraboloiden-

transformationen nennen wollen.
Wir bemerken, dass sie eine ein-eindeutige Beziehung zwischen den

orientierten Geraden (p)s des projektiven Rawmes und den orientierten
Null-

Ellipsoiden- | Hyperboloiden- | Paraboloiden-
komplexen (€)¢ in unsrem Raume vermittelt.

9) Vgl T. Takasu, Geometry of Doubly Oriented Spheres in Non-Euklidean Space.
Tohoku Sci. Rep., 14 (1925), S. 293.



