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67. Uber die Charakterisierung des allgemeinen
C-Raumes.

Von Hidegordé NAKANO.
Mathematical Institute, Tokyo Imperial University, Tokyo.
(Comm. by T. TAKAGI M.IA., Oct. 11, 1941.)

Ich habe in einer anderen Abhandlung® beschrieben: wenn ein
normierter teilweisegeordneter Modul® M den Bedingungen geniigt :

M) [(lalwlb)l=Max (lal, Ibl)
S) Obere Grenze | a, H=Untere<(§renze 1561

o=
Siir jede beschrinkte Menge positiver Elemente {a,}, und I idiber die
Norm vollstindig ist, so kann man W durch alle stetigen Funktionen
Julx) (entsprechend ae M), oder durch alle, in einem bestimmten Punlt
verschwindenden, stetigen Funktionen auf einem bikompakten Haus-
dorffschen Raum R wollstindig darstellen, und sogar I(all=MaI)3; | fule) |.

Diesen Satz haben wir unter der Voraussetzung bewiesen, dass I ein
vollstindiges Element besitzt, und bemerkt, dass man diesen Satz im
allgemeinen Falle auch beweisen kann. In dieser Abhandlung wollen
wir den Beweis dieses Satzes erginzen, indem wir diesen Satz unter der
Voraussetzung beweisen, dass dieser Satz schon besteht, falls I ein
vollstandiges Element umfasst.

§1. Zuerst betrachten wir einen teilweise geordneten Modul 9%,
der nur den algebraischen Bedingungen 1)-5), nicht notwendig der
Limesbedingung 6)®, geniigt. Fiir jede Teilmenge P von M bezeichnet
man mit P’ die Menge aller Elemente b von I, die zu jedem Element
von ¥ orthogonal sind, d. h. |b|~|a|=0 fir alle aeP.

Definition 1. Eine Teilmenge ¥ von I heisst eine normale Man-
nigfaltigkeit in M, wenn (LY = ist.

Man kann dann leicht einsehen, dass jede normale Mannigfaltigkeit
B mit a, b auch aa+pb fir reelle Zahlen «, 8, a\ub, a b, und x fur
|| <|a| enthilt, und folglich ist L auch ein teilweisegeordneter
Modul. Es ist auch deutlich, dass fiir jede Teilmenge 5 von I stets
B’ eine normale Mannigfaltigkeit in I ist.

Definition 2. Fiur jede Teilmenge B von M bezeichnet man mit
[B] die, P umfassende, kleinste, normale Mannigfaltigkeit in M, d.h.
[B]=(B).

1) H. Nakano: Uber normierte teilweisegeordnete Moduln, Proc. 17 (1941), 311.

2) In dieser Abhandlung verstehen wir unter einem normierten teilweisege-
ordneten Modul M einen derartigen normierten Modul in bezug auf den Korper der
reellen Zahlen, dass 1) aus a>b und d>¢ ja a>c¢ folgt; 2) a} a; 8) fiur je zwei
a, b das Element a v b und a ~b in M existiert; 4) aus a>b ja a+c>b+c folgt;
5) aus >0 far jede positive Zahl a ja aa > 0 folgt; I) |all=0, und |e|=0 dann und
nur dann, wenn a=0 ist; II) llaa|=|a|lal fir jede reelle Zahl ¢; und III) aus
la|<1b] jalal<I1b] folgt,

3) Vgl 1).
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Fir zwei normale Mannigfaltigkeiten 3, Q ist der Durchschnitt
B auch eine normale Mannigfaltigkeit in I, denn es gilt PO =[P, QY.
Man kann auch leicht einsehen : dafiir, dass fiir zwei normale Mannig-
faltigkeiten B, Q B =0 sei, ist notwendig und hinreichend, dass %,
£ zueinander orthogonal sind, d. h. jedes Element von 9 ist zu allen
Elementen von £ orthogonal.

Definition 8. Fir zwei normale Mannigfaltigkeiten 3, Q schreibt
man P=Q, wenn P>, und P>, wenn P ein derartiges Ele-
ment a enthélt, dass zu jedem be Q fir eine passende positive Zahl a
ja aa = |b| gilt.

§2. Hier betrachten wir einen teilweisegeordneten Modul von
stetigen Funktionen.

Definition 4. Eine stetige Funktion f(x) auf einem, im kleinen
bikompakten, Hausdorffschen Raum R heisst eine C-Funktion auf R,
wenn fiir jede positive Zahl ¢ die Punktmenge

Elx; |f(x)| =€l
stets bikompakt ist.
Die Menge € aller C-Funktionen auf R geniigt deutlich den Be-
dingungen 1)-5), und ist vollstindig iiber die Norm l}c{%ex |f(x)], d.h.

ein Banachscher Raum mit dieser Norm.

Satz 1. Fir eine bikompakte Punktmenge P und eine, von P
fremde, abgeschlossene Punktmenge Q in einem, im kleinen bikompakten,
Hausdorffschen Raum R gibt es eine derartige C-Funktion f(x), dass
f@)=11in P, f(x)=0 in Q, und 0 <f(x) <1 in R ist.

Beweis. Da R bikompakt im kleinen ist, kann man durch Hinzu-
figung eines einzigen Punktes & eindeutigerweise den bikompakten
Hausdorffschen Raum R-+£* erhalten. Dann sind P und Q-+£ beide
abgeschlossen in R+£, und fremd voneinander. Daher gibt es eine
stetige Funktion f(x) auf R+£ derart, dass f(x)=1 in P, f(®)=0 in
Q, und 0 <f(x) <1 in R+£&. Diese Funktion f(x) ist eine C-Funktion
in R, und gentigt der betreffenden Bedingung.

Satz 2. Jeder normalen Mannigfaltigkeit P in € entspricht die
einzige, regulir offend® Punktmenge P in R derart, dass B nur aus
allen C-Funktionen auf P besteht, d. h. nur aus allen, in der regulir
abgeschlossenen® Punktmenge R— P verschwindenden, C-Funktionen auf
R. Solche regulir offene Punktmenge nennen wir die charakteristische
Punktmenge der normalen Mannigfaltigkeit .

Beweis. Wir lassen jeder C-Funktion g¢g(x)eY’ die offene Punkt-
menge N,=E[x; |g(x)|>0] entsprechen. Dann miissen jede C-Funk-
tion f(x)ePB in N, verschwinden, da Min {|f(x)], | g(x) |} =0 sein soll.
Daher verschwinden alle C-Funktionen von ¥ in der offenen Punktmenge

4) Vgl P. Alexandroff und H. Hoph: Topologie, Berlin, 1935.

5) Eine offene Punktmenge heisst reguldr offen, wenn sie aus allen inneren
Punkten einer abgeschlossenen Punktmenge besteht.

6) Eine abgeschlossene Punktmenge heisst reguldr abgeschlossen, wenn sie die ab-
geschlossene Hiille einer offenen Punktmenge ist. Daher ist das Komplement einer
regulér offenen Punktmenge stets reguldr abgeschlossen, und das Komplement einer
regulidr abgeschlossenen Punktmenge ist reguldr offen.
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>1N,. Umgekehrt, wenn eine C-Funktion f(x) in > N, verschwindet,
g g

so ist f(x) offenbar zu P’ orthogonal, und folglich f(x)e B=(P’Y. Setzt
man P=R—3>) N, so ist P regulidr offen, und nach Obigem besteht
g9

nur aus allen, in R— P verschwindenden, C-Funktionen.

Zu jedem Punkt ye P gibt es nach Satz 1 eine C-Funktion f(x)
derart, dass f(y)=1, und f(x)=0 in R—P ist. Diese C-Funktion f(x)
ist offenbar orthogonal zu §’. Daher gibt es fiir y € P eine C-Funktion
f() in P, die am Punkt y nicht verschwindet. Folglich ist solche P
eindeutig bestimmt.

Satz 8. Fiir jede regulir offene Punktmenge P in R gibt es die
einzige, normale Mannigfaltigkeit B, die P als die charakteristische
Punktmenge besitzt.

Beweis. Da P regulir offen ist, kann man fiir eine passende offene

Punktmenge @ schreiben: R—P=Q. Zu jedem Punkt ye@ gibt es
nach Satz 1 eine derartige C-Funktion f,(x), dass f,(y)=1, f,()=0 in
R—@Q, und 0 <f,(x) <1 in R ist. Bezeichnet man mit Q die Menge
solcher C-Funktionen fiir alle ye @, so besitzt die normale Mannig-
faltigkeit Q' die regulir offene Punktmenge P als die charakteristische
Punktmenge. Denn jede C-Funktion von £’ verschwindet in @ und
folglich in Q=R—P, und alle, in @ verschwindenden, C-Funktionen
gehoren offenbar zu L.

Aus der Definition der charakteristischen Punktmenge folgt sofort der

Satz 4. Wenn man die charakteristischen Punktmengen von zwei
normalen Mannigfaltigkeiten B, Q bzw. mit P, @ bezeichnet, so ist
B=Q mit P> Q gleichbedeutend.

Satz 5. Dafiir, dass zwei normale Mannigfaltigkeiten B, Q zu-
einander orthogonal seien, d.h. PO =0, ist notwendig und hinreichend,
dass ihre charakteristischen Punktmengen P, Q voneinander fremd sind,
d. h. PQ=0.

Beweis. Wenn PO 0 ist, so gibt es eine C-Funktion f(x)
(0)eP und eQ. Sei f(¥) 0 fur einen Punkt ye R, so muss ye P
und €@ sein, und folglich PQ 3=0. Umgekehrt, wenn PQ 30 ist, so
gibt es fiir einen Punkt y e PQ nach Satz 1 eine deraritige C-Funktion
f(x), dass f(¥) 0, f(x)=0 in R—PQ ist. Daher gehort f(x) zu P und
2, und folglich P 0.

Satz 6. Damit € > P fiir eine normale Mannigfaltigkeit T be-
steht, ist notwendig und hinreichend, dass die abgeschlossene Hiille P
der charakteristischen Punktmenge P von B bikompakt ist.

Beweis. Es sei eine C-Funktion f(x) auf R. Wenn zu jeder
g(x)eP fiir eine passende positive Zahl a stets af(x) =|g(x)| gilt, so
muss f(@)=>¢ in P fiir eine positive Zahl e sein. Denn, wenn fir

eine Punktfolge w;, s, -.- in P 0 <<f(x,) g—;; ist, so gibt es nach Satz

1 eine derartige C-Funktion g¢.(x)e®B, dass 9 =V f (%), und
0<ga@) <Vf(x,) in Rist. Da P itber die Norm Magc |f(@)| voll-

standig ist, konvergiert die Reihe g;(x)+ gs(x)-+ - nach einer C-Funktion
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go@) e B, und golx,) = gu(@,) =V F (@) = n2f (x,), was aber nach Voraus-
setzung unméglich ist. Da die Punktmenge E[x;f(%)=>¢]> P bikom-
pakt ist, muss die abgeschlossene Hiille P bikompakt sein.

Umgekehrt, wenn P bikompakt ist, so gibt es nach Satz 1 eine
derartige C-Funktion f(x) (= 0)e€, dass f(x)=1 in P ist. Dann gibt
es zu jeder C-Funktion g¢g(x) e eine positive Zahl a, ndmlich a=
IXI&X | g(z) |, damit af(x) =|g(x)| in R besteht.

§3. Nun betrachten wir einen normierten teilweisegeordneten
Modul M, der den Bedingungen M), S) geniigt, und iiber die Norm
vollstindig ist. Wenn I ein vollstindiges Element v besitzt, so haben
wir schon bewiesen?, dass man I durch alle stetigen Funktionen f,(x),
oder durch alle, in einem bestimmten Punkt verschwindenden, stetigen
Funktionen auf einem bikompakten Hausdorffschen Raum R vollstindig
darstellen kann, und Ila,ll=Ma1§< | ful®)]|. Hierbei kann man auch so

sagen, dass man I durch alle C-Funktionen auf einem, im kleinen bi-
kompakten, Hausdorffschen Raum vollstindig darstellen kann, indem
man im zweiten Falle den bestimmten Punkt aus R wegldsst. Solchen,
im kleinen bikompakten, Hausdorffschen Raum E nennen wir einen
darstellenden Raum von M, und die C-Funktion f,(x) auf R die dar-
stellende C-Funktion des Elementes a.

Satz 7. Fir zwetr darstellende Riume Ry, R; von I ¢ibt es eine
einzige eineindeutige Zuordnung zwischen Ry und R,, damit f(x)=g.(y)
besteht fiir die, demselben Element a entsprechenden, darstellenden C-
Funktion f(x) und g.(y) bzw. auf R, und R, wund je zugeordnete
Punkte x und y bzw. in Ry und R..

Beweis. Nach Satz 3 entspricht jeder reguldr offenen Punktmenge
P; in R, eine einzige normale Mannigfaltigkeit in 9, und derselben
entspricht nach Satz 2 eine einzige reguldr offene Punktmenge P, in

R;, und umgekehrt. Die abgeschlossene Hille P; ist nach Satz 6 bi-
kompakt dann und nur dann, wenn P, bikompakt ist. Fiir jeden Punkt
xoe Ry gibt es ein System von Umgebungen {U,} von x, sodass alle
U, regulir offen, mindestens eins von U, bikompakt, und oc0=IZ U, ist.

Jeder Umgebung U, entspicht eine reguldr offene Punktmenge V, e R,
und mindestens eins von V, ist bikompakt. Nach Satz 4 ist IV, 30

fiir endlich viele «. Da mindestens eins von V, bikompakt oist, gilt
auch 77V, 0 fir alle «. Nach Satz 5 muss /IV, nur aus einem ein-

zigen Punkt y, bestehen. Indem man dem Punkt 2, den ¥, entsprechen
lasst, erhdlt man eine eineindeutige Zuordnung zwischen R; und R, und
eine regulidr offene Punktmenge in R; entspricht sogar einer regulir
offenen Punktmenge in R, Daher ist diese Zuordnung zweiseitig stetig.

Jedem Element a eI entspricht die darstellende C-Funktion f,(x)
auf RB; und g,(y) auf R;. Wenn fu(%) >0 an einem Punkt xye Ry ist,
so gibt es eine regulir offene Umgebung U von x,, worin stets fiu(x) =«

7 Vgl 1.
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fir eine positive Zahl ¢ ist. Wenn man mit ¥ die normale Mannig-
faltigkeit in M bezeichnet, deren charakteristische Punktmenge U ist,
so gilt zu jedem beP afy(x) = |f(x)| in U fiir eine passende positive
Zahl o, und folglich aa.=>|b|. Dergleichen gilt mithin auch fiir
9.(y). Daher muss g.(#) >0 fir den, dem x, entsprechenden, Punkt
yoe R, sein. Da dieses Verhiltnis umkehrbar ist, entsprechen die Null-
punkte von f,(x) auch den Nullpunkten von g¢.(y), und umgekehrt. Dem-
zufolge, wenn fu(x) —afy(x) =0 fiir zwei Elemente a, b und eine Zahl
a gilt, so ist auch ¢.(¥o) —ags(¥o)=0. Hieraus folgt f.(w))=7ga(ye) fur
jedes ae IR, wenn man eine positive Zahl y passend annimmt. Nach
Satz 1 gibt es ein ae M, fir das fulxg)=1, und 0 <fu(x) <1 in R
ist. Entsprechend fi(x), gilt auch 0=g¢.(y) <1 in R, wegen
1;{% | 9a(¥) |=g{§g§ |fa®) |, und folglich 1=f,(x)=7galvo) =r. Da das

Verhiltnis symetrisch tGber B; und R, ist, so erhilt man y=1. Die
Eindeutigkeit solcher Zuordnung zwischen R; und E; kann man leicht
aus dem obigen Beweis leicht entnehmen.

Hoauptsatz. Wenn ein mormierter tedlweisegeordneter Modul® I
den Bedingungen M), S) geniigt, und iiber die Norm vollstindig ist, so
kann man WM durch alle C-Funktionen f(x) (entsprechend aeIN)
auf einem, eindeutig bestimmten, im Kkleinen bikompakten, Hausdorff-
schen Rauwm R vollstindig darstellen, und llall=M31§( | ful) |

Beweis. Jede normale Mannigfaltigkeit 5 in It ist offenbar auch
ein normierter teilweisegeordneter Modul mit den Bedingungen M), S).
B ist auch vollstindig Uber die Norm. Dafiir braucht man nur zu
beweisen: wenn fiir eine Folge von Elementen ay, a, ..., |a,|~|b|=0
(n=1,2,...), lign [ao—a, =0 gilt, so ist auch |ay| ~|b|=0. Dies folgt

aber sofort aus [(Jao| MBI Zlae—a.l (n=1,2,...), was man erhilt
aus |ao|NID| = (lao—aul+lan ) ]b]=]a—an | A [b] <[ ag—an].

Fir jedes ae M besitzt die normale Mannigfaltigkeit [a] ein voll-
stindiges Element a. Daher kann man [a] durch alle C-Funktionen
auf einem, im kleinen bikompakten, Hausdorffschen Raum R, darstellen.
Fir zwei normale Mannigfaltigkeit [a], [6] erhélt man durch den Durch-
schnitt [a][b] eine normale Mannigfaltigkeit, falls [a][b]30. Da
[a] = [a][b] ist, gibt es nach Satz 2 die charakteristische Punktmenge
R, von [al[b] in R, Wegen [b]=[al[b], gibt es auch die charak-
teristische Punktmenge R, von [a][b] in R;. Da R; und R, beide dar-
stellende Riume von [a][b] sind, gibt es nach Satz 7 eine einzige ein-
eindeutige Zuordnung zwischen R; und R, damit [a][b] sich durch die-
selben C-Funktionen in R; und in R, vollstdndig darstellen ldsst. Indem
man die zugeordneten Punkte in R, fiir alle a €M identifiziert, erhilt
man einen, im kleinen bikompakten, Hausdorffschen Raum R, und R,
ist eine reguldr offene Punktmenge in RE.

Wenn man jedem aed die darstellende C-Funktion f,(x) auf R,
entsprechen lasst, so ist fu(x) auch eine C-Funktion auf R, wobei natiir-
lich f,(x)=0 ausserhalb des Raumes R, ist. Die Isomorphie zwischen
a und f.(x) kann man leicht entnehmen, wenn man fiir zwei Elemente

8) Vgl 2).
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a, b die Isomorphie nur im Raum R, 5 betrachtet. Daher kann man
M durch ein System € von C-Funktionen auf R vollstindig darstellen,
und Jafl=Max | fu(x) .

Nun wollen wir beweisen, dass € aus allen C-Funktionen auf R
besteht. Fiir jedes x;e B gibt es ein Element aeI, fir das R,sx;
ist. Dann gibt es nach Satz 1 fiir jeden anderen Punkt x,eR ein b,
fiur das fp(x)=1 und fy(x;)=0 ist. Daher folgt die Behauptung aus
dem

Satz 8. Es sei ein teilweisegeordneter Modul® € von C-Funktionen
auf einem, tm Eleinen bikompakten, Hausdorffschen Roum R, d.h. €
enthalt mit f(x), gx) auch Max {f(x), g(x)}, Min {f(x), g(x)}, und
af(x)+Bo(x) fir beliebige reelle Zahlen a, . Wenn € iiber die Norm
1\}3‘1}3{ | f(x) | vollstindig ist, und fiir je zwei verschiedene Pumnkte w;, x;

m R eine derartige C-Funktion f(x) enthilt, dass f(x)=1 und f(x;)=0
ast, so besteht f(x) aus allen C-Funktionen auf R.

Beweis. Es sei ein Punkt «, und eine abgeschlossene Punktmenge
P52, € enthilt eine C-Funktion f(x), fir die f(x)=1 ist. Fir jede
positive Zahl ¢ (<< 1) ist die Punktmenge E.=FE[x;|f(x) | = ] bikompakt.
Folglich ist PE. auch bikompakt. Nach Voraussetzung enthilt € fiir
jeden Punkt ye PE. eine derartige C-Funktion f,(x), dass f,(x)=1 und
f(¥)=0 ist. Da f,(x) stetig auf R ist, gibt es eine Umgebung U, von
9, worin f,(x) <<e ist. Da PE. bikompakt ist, kann man PE. durch
endlich viele solche Umgebungen U,, U,, ..., U, iiberdecken. Setzt
man

fO(w) =Min {fyl(x)y fyz(x), ety fyn(w)} ’

so ist folw) =1, und fi(x) <<e in P, und filx) gehort zu €. Da fi(x)
stetig ist, gibt es eine Umgebung U, von x, worin fi(x) <<1l+e ist.
Nach Obigem gibt es auch eine C-Funktion go(x) e, fir die go(x)=1,
und go(x) <<e in R—U, ist. Setzt man

F+(@)=Max {Min { £i(x), gu()}, 0},
so ist filxg) =1, filx)<<ein P, 0 fi(x)<<1l+4+e in R, und f.(x) ge-
hort zu €.
Es sei eine bikompakte Punktmenge P und eine, von P fremde
abgeschlossene Punktmenge Q. Fir jeden Punkt ye P enthilt € auch
nach Obigem eine C-Funktion f,(x), wobei fy(y)=1+%e, f(@)<<ein

Q, und 0 Z f,(x) <<1+e in R ist. Da f,(x) stetig ist, gibt es eine Um-
gebung U, von y, worin f,(x) >1 ist. Da P bikompakt ist, kann man
P durch endlich viele solche Umgebungen U,,, U,,, ---, U, {iberdecken.
Setzt man

h(x) =Max { £,,(@), fy(x), -, £y, (@)} 5

so gehért Ax) zu €, und Ax)>1in P, h(x) <<e in @, 0 Z h(x) <<1l+e
in R.

9) Vgl 2).



No. 8.] Uber die Charakterisierung des allgemeinen C-Raumes. 307

Es sei eine beliebige C-Funktion f(x) = 0 auf B. Fur jede positive
Zahl ¢ gibt es eine Zahlenfolge O=ay<<ay << -+ < ap, a;—a;1 << e, und
f@) =Z a, in R. Da die Punktmenge E[x; f(x) = a;] (+ = 1) bikompakt,
und Efx; f(x) < ;1] abgeschlossen ist, gibt es nach Obigem eine C-
Funktion h(x)e®, fur die

hix)>1  in Elx; f(®) = a]

(t=1,2,...,m),
hi(x) <~;— in Elx; f() < a1

n

und 0 < hfx)<<14+-5 in R ist. Setzt man

an

h‘”)=?§ (as— a5 hal@)

so gehort Mx) auch zu €, gnd fir jeden Punkt xe Elx; a1 < f() < a4]

., J e € w  qe
gllt 21 (a,;"‘ ai_l) é h(oc) __<_ Z’.(ai'— a,,;_1) (1 + ~—> + > l(a,;‘— (17;_1) — namlich
i= i= a

n/ It ap

aj-1 < (@) < g;+e. Daher gilt firr jeden Punkt we R
| fle) — M) | < 2.

Da € iiber die Norm Magc | f(x) | vollstindig ist, muss f(x) zu € gehorep.
Wenn f(x) eine beliebige C-Funktion auf R ist, so sind

fe@)=Max { f(x), 0}, f-(x)=—Min {f(x),0}

auch beide C-Funktionen auf R, und nach Obigem gehoren beide zu €,
und folglich gehort f(x)=r+(x)—f-(x) zu €, womit die Behauptung be-
wiesen ist.



