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67. ber die Charakterisierung des allgemeinen
C-Raumes.

Von Hidegor6 NAKANO.
Mathematical Institute, Tokyo Imperial University, Tokyo.

(Comm. by T. TAKAGI M.I.A., Oct. 11, 1941.)

Ich habe in einer anderen Abhandlung beschrieben" wenn ein
normierter teilweisegeordneter Modul ) den Bedingungen genigt"

M) ll(lalw]bl)lI=Max
S) Obere Grenze a Untere Grenze

aab

fir jede beschrintte Menge positiver Elemente {a}, und iber die
Norm vollstndig ist, so tcann nan dutch alle stetigen Funtcionen
f(x) (entsprechend a e 3), oder durch alle, in einem bestimmten Punkt
verschwindenden, stetigen Funttionen auf einem bitcompatcten Haus-
dorffschen Raum R vollstindig darstellen, und sogar all=Max

R

Diesen Satz haben wir unter der Voraussetzung bewiesen, dass ein
vollstindiges Element besitzt, und bemerkt, dass man diesen Satz im
allgemeinen Falle auch beweisen kann. In dieser Abhandlung wollen
wir den Beweis dieses Satzes ergnzen, indem wir diesen Satz unter der
Voraussetzung beweisen, dass dieser Satz schon besteht, falls J ein
vollstndiges Element umfasst.

1. Zuerst betrachten wir einen teilweise geordneten Modul
der nur den algebraischen Bedingungen 1)-5), nicht notwendig der
Limesbedingung 6), geniigt. Fr jede Teilmenge yon bezeichnet
man mit ’ die Menge aller Elemente b yon Y), die zu jedem Element
von orthogonal sind, d.h.

Definition 1. Eine Teilmenge yon ) heisst eine normale Man-
nigfaltigkeit in , wenn (’)’=? ist.

Man kann dann leicht einsehen, dass jede normale Mannigfaltigkeit
3 mit a, b auch aa-& fib ffir reelle Zahlen a, , ab, a cb, und x ftir
Ix] lal enthlt, und folglich ist auch ein teilweisegeordneter
Modul. Es ist auch deutlich, dass fir jede Teilmenge yon stets
3’ eine normale Mannigfaltigkeit in ist.

Definition 2. Ftir jede Teilmenge 3 von s. bezeichnet man mit
[3] die, umfassende, kleinste, normale Mannigfaltigkeit in , d.h.

1) H. Nakano" ber normierte teilweisegeordnete Moduln, Proc. 17 (1941), 311.
2) In dieser Abhandlung verstehen wir unter einem normierten teilweisege-

ordneten Modul einen derartigen normierten Modul in bezug auf den KSrper der
reellen Zahlen, dass 1) aus a:>b und b:>c ja a:>c folgt; 2) aa; 3) fir je zwei
a, b das Element ab und ab in existiert; 4) aus a>b ja a+c>b+c folgt;
5) aus a :> 0 ffir jede positive Zahl a ja aa 0 folgt I) Ilall 0, und a 1!=0 dann und
nur dann, wenn a--0 ist; II)Ilaall-=-lalllall ffir jede reelle Zahl a; und III) aus
lallbl jallallllbll folgt.

3) Vg. 1).
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Ffir zwei normale Mannigfaltigkeiten , ist der Durchschnitt
3, auch eine normale Mannigfaltigkeit in 32, denn es gilt
Man kann auch leicht einsehen" dafiJr, dass ffir zwei normale Mannig-
faltigkeiten 3, , ,=0 sei, ist notwendig und hinreichend, dass

zueinander orthogonal sind, d.h. jedes Element yon 3 ist zu allen
Elementen yon , orthogonal.

Definition 3. FiJr zwei normale Mannigfaltigkeiten 3, , schreibt
man 3 ,, wenn 3 , und 3 > ,, wenn 3 ein derartiges Ele-
ment a enthlt, dass zu jedem be , ffir eine passende positive Zahl
ja aa bl gilt.

2. Hier betrachten wir einen teilweisegeordneten Modul yon

stetigen Funktionen.
Definition 4. Eine stetige Funktion f(x) auf einem, im kleinen

bikompakten, Hausdorffschen Raum R heisst eine C-Funktion auf R,
wenn ffir jede positive Zahl die Punktmenge

E[x; If(x) e]
stets bikompakt ist.

Die Menge 1 aller C-Funktionen auf R genfigt deutlich den Be-
dingungen 1)-5), und ist vollst/indig fiber die Norm Max If(x)I, d.h.

xeR
ein Banachscher Raum mit dieser Norm.

Satz 1. FiZr eine bitcompakte Punktmenge P und eine, yon P
fremde, abgeschlossene Punktmenge Q in einem, im tcleinen bikompakten,
Hausdorffschen Raum R gibt es eine derartige C-Funtction f(x), dass
f(x)=l in P, f(x)=0 in Q, und 0 f(x)_ 1 in R ist.

Beweis. Da R bikompakt im kleinen ist, kann man durch Hinzu-
filgung eines einzigen Punktes eindeutigerweise den bikompakten
Hausdorffschen Raum R+) erhalten. Dann sind P und Q+ beide
abgeschlossen in R/, und fremd voneinander. Daher gibt es eine
stetige Funktion f(x) auf R+ derart, dass f(x)=l in P, f(x)=O in
Q, und 0 f(x) 1 in R+. Diese Funktion f(x) ist eine C-Funktion
in R, und genfigt der betreffenden Bedingung.

Satz 2. Jeder normalen Mannigfaltigkeit 3 in entspricht die
einzige, regulir offene Punktmenge P in R derart, dass 3 nut aus
allen C-Funktionen auf P besteht, d.h. nut aus allen, in der regulir
abgeschlossenen Punktmenge R-P verschwindenden, C-Funktionen auf
R. Solche regulir offene Punktmenge nennen wit die charakteristische
Punktmenge der normalen Mannigfaltigkeit 3.

Beweis. Wir lassen jeder C-Funktion g(x)e 3’ die offene Punkt-
menge Na=E[x; g(x)[> 0] entsprechen. Dann milssen jede C-Funk-
tion f(x) e 3 in Na verschwinden, da Min {If(x) I, g(x) I} 0 sein soll.
Daher verschwinden alle C-Funktionen yon 3 in der offenen Punktmenge

4) Vgl. P. Alexandroff und H. Hoph: Topologie, Berlin, 1935.
5) Eine offene Punktmenge heisst regular often, wenn sie aus allen inneren

Punkten einer abgeschlossenen Punktmenge besteht.
6) Eine abgeschlossene Punktmenge heisst regulgr abgeschlossen, wenn sie die ab-

geschlossene Hille einer offenen Punktmenge ist. Daher ist das Komplement einer
regulir offenen Punktmenge stets regulir abgeschlossen, und das Komplement einer
regulir abgeschlossenen Punktmenge ist regulir often.
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N,. Umgekehrt, wenn eine C-Funktion f(x)in .N verschwindet,
g g

so ist f(x) offenbar zu ’ orthogonal, und folglich f(x)e =(?’)’. Setzt
man P=R- N, so ist P regul/ir often, und nach Obigem besteht 3

g

nur aus allen, in R-P verschwindenden, C-Funktionen.
Zu jedem Punkt y e P gibt es nach Satz 1 eine C-Funktion f(x)

derart, dass f(y)=l, und f(x)=O in R-P ist. Diese C-Funktion f(x)
ist offenbar orthogonal zu ’. Daher gibt es filr y e P eine C-Funktion
f(x) in 3, die am Punkt y nicht verschwindet. Folglich ist solche P
eindeutig bestimmt.

Satz 3. Fir jede regul(r offene Puntctmenge P in R gibt es die
einzige, normale Mannigfaltigkeit ?, die P als die charakteristische
Punktmenge besitzt.

Beweis. Da P regular often ist, kann man ffir eine passende offene
Punktmenge Q schreiben" R-P= Q. Zu jedem Punkt y e Q gibt es
nach Satz I eine derartige C-Funktion f(x), dass f(y)=l, f(x)=0 in
R-Q, und 0 f(x) 1 in R ist. Bezeichnet man mit , die Menge
solcher C-Funktionen ffir alle y eQ, so besitzt die normale Mannig-
faltigkeit ,’ die regular offene Punktmenge Pals die charakteristische
Punktmenge. Denn jede C-Funktion yon ,’ verschwindet in Q und
folglich in Q=R-P, und alle, in Q verschwindenden, C-Funktionen
gehSren offenbr zu

Aus der Definition der charakteristischen t’unktmenge folgt sofort der
Satz 4. Wenn man die charakteristischen Punktmengen yon zwei

normalen Mannigfaltigkeiten ?, , bzw. mit P, Q bezeichnet, so ist
? , mit P Q gleichbedeutend.

Satz 5. Dafir, dass zwei normale Mannigfaltigkeiten ?, , zu-
einander orthogonal seien, d.h. ?=0, ist notwendig und hinreichend,
dass ihre chaakteristischen Puntctmengen P, Q voneinander fremd sind,
d.h. PQ=O.

Beweis. Wenn 3.0 ist, so gibt es eine C-Funktion f(x)
( 0) e und e ,. Sei f(y) - 0 ftir einen Punkt y e R, so muss y e P
und e Q sein, und folglich PQ - O. Umgekehrt, wenn PQ - 0 ist, so
gibt es fir einen Punkt y e PQ nach Satz 1 eine deraritige C-Funktion
f(x), dass f(y) - O, f(x)--0 in R-PQ ist. Daher gehSrt f(x) zu 3 und,, und folglich 3 0.

Satz 6. Damit 3 fir eine normale Mannigfaltigtceit 3 be-

steht, ist notwendig und hinreichend, dass die abgeschlossene Hille P
der charakteristischen Puntmenge P yon ? bitompakt ist.

Beweis. Es sei eine C-Funktion f(x) auf R. Wenn zu jeder
g(x) e 3 fiir eine passende positive Zahl a stets af(x) lg(x) gilt, so
muss f(x) in P ffir eine positive Zahl sein. Denn, wenn fiir

1
eine Punktfolge x, x., in P 0 f(x,)-- ist, so gibt es nach Satz

1 eine derartige C-Funktion g(x)e?, dass g(x)=/j(x), und
0 g(x) /f(x) in R ist. Da 3 iber die Norm Max If(x) voll-

st/ndig ist, konvergiert die Reihe g(x) + g(x) +... nach einer C-Funktion
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g0(z) e ?6, und go(C) g(c)-/f(c) nf(), was aber nach Voraus-
setzung unmSglich ist. Da die Punktmenge E[x;f(x) ] P bikom-
pakt ist, muss die abgeschlossene Hiille P bikompakt sein.

Umgekehrt, wenn P bikompakt ist, so gibt es nach Satz 1 eine
derartige C-Funktion f() ( 0) e , dass f()= 1 in P ist. Dann gibt
es zu jeder C-Funktion g(x)e? eine positive Zahl a, niimlich a=
Max Ig(x)I, damit af(x) lg(x) in R besteht.
xeR

3. Nun betrachten wir einen normierten teilweisegeordneten
Modul /, der den Bedingungen M), S) geniigt, und fiber die Norm
vollstindig ist. Wenn ein vollstiindiges Element v besitzt, so haben
wir schon bewiesen), dass man durch alle stetigen Funktionen f(x),
oder durch alle, in einem bestimmten Punkt verschwindenden, stetigen
Funktionen auf einem bikompakten Hausdorffschen Raum R vollstiindig
darstellen kann, und IIall=Max If(x)I. Hierbei kann man auch so

xeR

sagen, dass man !F durch alle C-Funktionen auf einem, im kleinen bi-
kompakten, Hausdorffschen Raum vollstiindig darstellen kann, indem
man im zweiten Falle den bestimmten Punkt aus R wegl/isst. Solchen,
im kleinen bikompakten, Hausdorffschen Raum R nennen wir einen
darstellenden Raum yon , und die C-Funktion f(x) auf R die dar-
stellende C-Funttion des Elementes a.

Satz 7. Fir zwei darstellende Rgume R, R. yon gibt es eine
einzige eineindeutige Zuordnung zwischen R, und R, damit f(x)=g(y)
besteht fir die, demselben Element a entsprechenden, darstellenden C-
Funktion f(x) und g(y) bzw. auf R, und R, und je zugeordnete
Puntte x und y bzw. in R und R.

Beweis. Nach Satz 3 entspricht jeder regul/ir offenen Punktmenge
P, in R, eine einzige normale Mannigfaltigkeit in , und derselben
entspricht nach Satz 2 eine einzige regular offene Punktmenge P. in
R, und umgekehrt. Die abgeschlossene Hiille P, ist nach Satz 6 bi-
kompakt dann und nur dann, wenn P bikompakt ist. Fiir jeden Punkt
x0eR gibt es ein System yon Umgebungen { U} yon x0, sodass alle

U regulir often, mindestens eins yon U bikompakt, und Xo=IIU ist.

Jeder Umgebung U, entspicht eine regul/ir offene Punktmenge V e R,
und mindestens eins yon V ist bikompakt. Nach Satz 4 ist IIV -0
fiir endlich viele a. Da mindestens eins yon V, bikompakt ist, gilt
auch I1V 0 iiir alle a. Nach Satz 5 muss I1V nur aus einem ein-

zigen Punkt y0 bestehen. Indem man dem Punkt x0 den Y0 entsprechen
lisst, erhilt man eine eineindeutige Zuordnung zwischen R und R, und
eine reguliir offene Punktmenge in R, entspricht sogar einer regular
offenen Punktmenge in R.. Daher ist diese Zuordnung zweiseitig stetig.

Jedem Element a e !F entspricht die darstellende C-Funktion f(x)
auf R1 und g(y) auf R. Wenn f(xo) 0 an einem Punkt x0e R, ist,
so gibt es eine reguliir offene Umgebung U yon x0, worin stets f(x)

_
7) Vgl. 1).
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fiir eine positive Zahl ist. Wenn man mit die normale Mannig-
faltigkeit ia !Y bezeichnet, deren charakteristische Punktmenge U ist,
so gilt zu jedem be 3 aft(x) If(x) in U fiir eine passende positive
Zahl a, und folglich aa+ ]bl. Dergleichen gilt mithin auch fiir
g(y). Daher muss g(yo) 0 fiir den, dem x0 entsprechenden, Punkt
y0e R,. sein. Da dieses Verhiiltnis umkehrbar ist, entsprechen die Null-
punkte yon f(x) auch den Nullpunkten yon g(y), und umgekehrt. Dem-
zufolge, wenn f(xo)-af(xo)=O fiir zwei Elemente a, b und eine Zahl
a gilt, so ist auch g(Yo)-ag(yo)’- O. Hieraus folgt f(xo) ’g(Yo) fiir
jedes a e , wenn man eine positive Zahl - passend annimmt. Nach
Satz 1 gibt es ein a e!Y, fiir das f(xo)=l, und 0 f(x) 1 in R
ist. Entsprechend f(x), gilt auch 0 g(y) 1 in R. wegen
Max g(y) Max f(x) ], und folglich 1-f(x0)= g(yo) . Da das
yeR2 eR
Verhltnis symetrisch fiber R und R ist, so erhiilt man --1. Die
Eindeutigkeit solcher Zuordnung zwischen R und R. kann man leicht
aus dem obigen Beweis leicht entnehmen.

Hauptsatz. Wenn ein normierter teilweisegeordneter Moduls

den Bedingungen M), S) genigt, und iber die Norm vollstSndig ist, so
kann man dutch alle C-Funttionen f(x) (entsprechend a e)
auf einem, eindeutig bestimmten, im kleinen bikompakten, Hausdorff-
schen Raum R vollst(ndig darstellen, und a lI=Max f(x) I.

xeR

Beweis. Jede normale Mannigfaltigkeit in igt ist offenbar auch
ein normierter teilweisegeordneter Modul mit den Bedingungen M), S).

ist auch vollst/indig fiber die Norm. Dafiir braucht man nut zu
beweisen" wenn fiir eine Folge yon Elementen a, a, ..., a ]rlbl--O
(n 1, 2, ...), lira a0-a 0 gilt, so ist auch a01 r b I= 0. Dies folgt

abet sofort aus (la01 ( b [)[[ ao-a (n= 1, 2, ...), was man erh/ilt

Fiir jedes a e besitzt die normale Mannigfaltigkeit [a] ein voll-
st/indiges Element a. Daher kann man [a] durch alle C-Funktionen
auf einem, im kleinen bikompakten, Hausdorffschen Raum R darstellen.
Fiir zwei normale Mannigfaltigkeit [a], [b] erhilt man dutch den Durch-
schnitt [alibi eine normale Mannigfaltigkeit, alls [aJ[b]0. Da
[a] [alibi ist, gibt es nach Satz 2 die charakteristische Punktmenge
R yon [alibi in R. Wegen [b] [alibi, gibt es auch die charak-
teristische Punktmenge R. yon [aJ[b] in R. Da R und R beide dar-
stellende Rume yon [alibi sind, gibt es nach Satz 7 eine einzige ein-
eindeutige Zuordnung zwischen R1 und R, damit [alibi sich dutch die-
selben C-Funktionen in R und in R vollst/indig darstellen lsst. Indem
man die zugeordneten Punkte in R fiir alle a e identifiziert, erhlt
man einen, im kleinen bikompakten, Hausdorffschen Raum R, und R
ist eine regul/ir offene Punktmenge in R.

Wenn man jedem a e die darstellende C-Funktion f(x) auf R
entsprechen lisst, so ist f(x) auch eine C-Funktion auf R, wobei natiir-
lich f(x)=0 ausserhalb des Raumes R ist. Die Isomorphie zwischen
a und f(x) kann man leicht entnehmen, wenn man fiir zwei Elemente

8) Vgl. 2).
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, de Isomorphe nut im Raum IlIl beraehe. Daher kann mau
dutch en System yon C-Funktonen auf vollsndg drse||en,

und a Max If() I.
eR

Nun wollen wir beweisen, dass aus allen C-Funktionen auf R
besteht. Fiir jedes eR gibt es ein Element a e , fiir das Rx
ist. Dann gibt es nach Satz 1 fiir jeden anderen Punkt xeR ein b,
fiir das f()=l und fi,(x.)=O ist. Daher folgt die Behauptung aus
dem

Satz 8. Es sei ein teilweisegeordneter Modul) yon C-Funktionen
auf einem, im kleinen bikompakten, Hausdorffschen Raum R, d.h.
enth(dt mit f(x), g(x) auch Max(f(x), g(x)}, Min (f(x), g(x)}, und
af(x)+g(x) fir beliebige reelle Zahlen a, . Wenn iber die Norm
Max lf(x)[ vollstgndig ist, und fir je zwei verschiedene Punkte x,
xeR

in R eine derartige C-Funlction f(x) enthSlt, dass f(x) 1 und f(x)=0
ist, so besteht f(x) aus allen C-Funktionen auf R.

Beweis. Es sei ein Punkt Xo und eine abgeschlossene Punktmenge
P$xo. enthiflt eine C-Funktion f(x), fiir die f(xo)= 1 ist. Fiir jede
positive Zahl e (<: 1) ist die Punktmenge E E[x;I f(x) I ] bikompakt.
Folglich ist PE auch bikompakt. Nach Voraussetzung enthlt fiir
jeden Punkt y e PE eine derartige C-Funktion f(x), dass f(xo)= 1 und
f(y)=0 ist. Da f(x) stetig auf R ist, gibt es eine Umgebung U von
y, worin f(x) ist. Da PE bikompakt ist, kann man PE dutch
endlich viele solche Umgebugen U.n, U, ..., U tiberdecken. Setzt
man

fo(x) =Min (f(x), f,.(x), ..., f(x)},
so ist fo(Xo)=l, und fi(x)<:e in P, und fo(x) gehSrt zu . Da fo(x)
stetig ist, gibt es eine Umgebung Uo yon xo, worin fi(x)<::l+ ist.
Nach Obigem gibt es auch eine C-Funktion go(x)e , fiir die go(xo)=l,
und go(x) in R-Uo ist. Setzt man

f+(x)=Max {Min (fi(x), go(x)}, 0},
so ist f+(xo) 1, f+(x) in P, 0 f+(x) <21+ in R, und f+(x) ge-
hSrt zu .

Es sei eine bikompakte Punktmenge P und eine, yon P fremde
abgeschlossene Punktmenge Q. Fiir jeden Punkt y e P enthlt auch

nach Obigem eine C-Funktion fv(x), wobei f(y) 1+ 1 , f(x) <2 in
2

Q, und 0 fi,(x)<:: 1 + e in R ist. Da f,(x) stetig ist, gibt es eine Um-
gebung U yon y, worin f,(x) :> 1 ist. Da P bikompakt ist, kann man
P dureh endlieh viele solehe Umgebungen U,, U, ..., U iiberdecken.
Setzt man

h(x) =Max { f,(x), f.(x), ..., f(x)},
so gehSrt h(x) zu , und h(x) ::> 1 in P, h(x) <2 in Q, 0 h(x) <2 1+
in R.

9) Vgl. 2).
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Es sei eine beliebige C-Funktion f(x) 0 auf R. Fiir jede positive
Zahl gibt es eine Zahlenfolge 0 a0 <: a <: <: a, a-a_ <: , und
f(x) a in R. Da die Punktmenge E[x; f(x) a] (i 1) bikompakt,
und E[x;f(x)a_] abgeschlossen ist, gibt es nach 0bigem eine C-
Funktion h(x)e , fiir die

h(x) 1 in E[x f(x)

in E[x;f(x)
(i--l, 2, ...,n),

und 0 h(x) <: 1+L in R ist. Setzt man

h(x) (-_)h(x)

so gehSrt h(x) auch zu , und fiir jeden Punkt x e E[x; a_ f(x)

gill: NI, (-a_) < h(x) <(-a_) l+-S + NI, (a-a_), nmlieh
il " an ,.+1 an

ai_ _--<_ h() ai+ s. Daher gill: far jeden Punkt e R

If(x)- h(x) 2

Da fiber die Norm Max If(x)I vollstindig ist, muss f(x) zu gehSre.
eR

Wenn f(x) eine beliebige C-Funktion auf R ist, so sind

f+(x)=Max {f(x), 0}, f_(x)-- -Min {f(x), 0}

auch beide C-Funktionen auf R, und nach Obigem gehSren beide zu ,
und folglich gehSrt f(x)=f+(x)-f_(x) zu , womit die Behauptung be-
wiesen ist.


