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64. Une gnralisation des thormes de MM. Picard-
Nevanlinna sur les fonctions m&romorphes.

Par Kinjiro KUNUGUI.
(Comm. by S. KAKEYA, M.I.A., Oct. 11, 1941.)

1. Introduction. L’allure d’une fonction m6romorphe et uni-
forme dans un voisinage d’un point singulier essentiel et isol6 a 6t6
l’objet des recherches de plusieurs auteurs. Le but de cette Note est
de gnraliser des thormes dfis M.R. Nevanlinua1) sur la distribu-
tion des valeurs. La gnralisation sera donnge concernant les do-
maines de dfinition des fonctions mdromorphes. Soient D un domaine
quelconque (d’ordre de connexion finie ou infinie) situ dans le plan
complexe z et z0 un des points non isols de sa frontire F. Nous
pouvons supposer sans restreindre la gnralit que Zo . Soit w=
f(z) une fonction mromorphe et uniforme dans D. Introduisons d’abord
avec M.W. Gross), les notions des ensembles de valeurs d’agglomration.

Pour cela, dsignons par K l’extrieur du cercle zl n, et par
A. l’ensemble de toutes les valeurs prises par f(z) pour z appartenant

la partie commune Det K. Posons -]:}(D)vzo H A et zo’(D) ]-[ n,
n=I

o dsigne la fermeture de A (la mtrique tant considre tou-
jours sur la sphbre de Riemann au rayon 1/2 et tangente l’origine du
plan w. Dsignons, d’autre part, par B la somme des ensembles _Q(D)

la sommation s’@tendant tous les points frontires z’ satisfaisant

l’ingalit" n <::lz’l<:: . Posons enfin, .q(r)= ]7 B. .q(D) et .q(r)
’Z0 *’YZ0 Z0

s’appellent deux ensembles de valeurs d’agglom6ration. Ils sont des
ensemble ferm6s et satisfont toujours , 1’inclusion-.> ).qw> Or,-Z0 Z0

nous avons d6montr6 que o.qD--Sro est un ensemble ouvert et par
suite se d6compose en un hombre fini ou une infinit6 d6nombrable des

composants connexes o
2. Fonctions caractristiques. Soient, maintenant, w0 un point

appartenant un composant .9 et un domaine quelconque contenant
dans son intrieur le point w0, contenu dans .9. et entour par un nom-
bre fini des courbes analytiques, situes compltement dans l’intrieur
de .9. D’ailleurs, nous supposons que, dans le cas o w0 , ne
contient pas le point c, et dans le cas oh Wo , ne contient pas
le point 0.

1) Voir p. ex. R. Nevanlinna: Zur Theorie der meromorphen Funktionen, Acta
Math. 46 (1925); Le thfiorme de Picard-Borel et la thfiorie des fonctions mromorphes,
Paris, 1929; Eindeutige analytische Funktionen, Berlin, 1936.

2) W. Gross: Zum Verhalten analytischer Funktionen in der Umgebung singu-
lirer Stellen, Math. Zeitschrift. Bd. 2 (1918), pp. 242-294.

3) K. Kunugui: Sur un thfiorme de MM. Seidel-Beurling, Proc. 15 (1939), 27-32.
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I1 existe alors un nombre p0 (0_po), tel que l’extrieur Ko du
cercle wl_ p0 satisfait la condition pour tout point frontire
de Ko, l’ensemble ,(D) est disjoint de la fermeture de . Dsignons
par Do(r)(o r / co) la partie commune au domaine D et l’in-
trieur du cercle zl <: r ainsi qu’ l’extrieur de zl__ 0. Dsignons
encore par n (r, w0, p0) le nombre des zros de l’quation f(z)-wo=O
(ou des pbles de f(z) dans le cas off Wo= ) situs dans Do(r), chaque
zro (ou pble) tant compt autant de lois que son ordre de multi-
plicit, et posons

N(r, w, o)= I n(r, Wo, o) dr si 0 ::> 0,

=l n(r, Wo, O) dr/n(O, Wo) log r si o ::> 0,

off l’on pose n(0, w0)= lim n(r, Wo, 0).
r-->0

D’autre part, soit O(r) l’ensemble de tousles arcs de z tels que
z e D, zl=r, f(z) e (o r+ ). Posons de plus

1 I log 1 d pour le cas off w0re(r, wo, ,)-- () f(re)-Wo
1 I log f(re)]d pour le cas off Wo

T(r, wo, 3, Po)= re(r, wo, )+N(r, Wo, Po)

T(r, w0, , Po) s’appelle la fonction caractristique de f(z) pour la valeur
Wo et le domaine . Si l’on pose

2(w0)= lim log T(r, Wo,
log r

2(wo) ne dpend ni du domaine ni de fl0. Nous appelons 2(wo) l’ordre
de la fonction f(z) pour la valeur w0.

3. Premier thorme fondamental. Soit w0 et w deux valeurs
appartenant au mme composant 2. Nous avons alors toujours (wo)
2(w). L’ordre 2(wo) de la fonction w-f(z) pour la valeur wo ne
d$pend de la valeur wo que par l’intermddiare des composants de
l’ensemble .(D)_ .(F)

Nous disons qu’une fonction w=f(z) mromorphe et uniforme dans
D et d’ordre fini ( ::> 0) pour une valeur Wo d’un composant /2. de
S(D)_.q(r) est du type maximum, moyen ou minimum, suivant que0 ZO

lim T(r, Wo, , o)

est gal l’infini, un nombre positif fini ou zro. Et, si elle est du
type minimum, nous la classifions en deux classes" elle appartient la
classe de convergence ou la classe de divergence suivant que l’int-
grale
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T(r, wo, , Po) dr
,Oo+1

est convergente ou divergente. Or, ces classifications ne dpendent ni
de 0, 3, ni du nombre w0 moins qu’il appartienne au mme com-
posant

Mais, d’autre part, il est facile de donner des exemples des fonc-
tions holomorphes et uniformes dans D, pour lesquelles 2(w0) et 2(w)
sont diffrents ds que w0 et w appartiennent aux composants dif-
frents.

4. Le module maximum d’une fonction holomorphe et uniforme
dfinie dans un domaine. Pour une fonction holomorphe et uniforme
dans un domaine D, dont zo= est un point frontire, nous posons
M(r)=max If(z)I. Lorsque la valeur w= appartient l’ensemble

Izl-r
(D) .Q( /’) nous pouvons comparer log+ M(r) avec la fonction carac-

tristique T(, o, , 0), o , 0 ont les significations que nous avons
prcises plus haut. En effet, en dsignant par r un nombre positif
quelconque suprieur 0, et en supposant, sans restreindre la gnralit,
que le domaine est situ dans l’extrieur d’un cercle" wl::> R :> 1,
et que log M(r) ::> log R, nous avons l’ingalit

log log M(r) <: log T(2r, o, , 0) (1 + log 2

Donc, pour les fonctions holomorphes jouissant de la proprietY" Fen-
semble .q(e)_.qr) contient la valeur w= , nous avons

2() li-- log log M(r)
r log r

5. Second thorme fondamental de M. R. Nevanlinna. Le grand
thorme de M. Picard montre que pour une fonction mromorphe f(z)
qui admet z= o comme point singulier essentiel, l’quation f(z) a 0
a une suite infinie des racines tendant vers l’infini, pour toute valeur a
sauf au plus deux. La fonctions caractristique T et la fonction N
introduites par M.R. Nevanlinna) nous permet d’exprimer le thorme
de M. Picard sous une forme quantitative--dont l’origine remonte
M.E. Borel. Pour cela, M.R. Nevanlinna a tabli d’abord le deuxime
thorme fondamental

Soient f(z) une fonction mromorphe, T(r)sa fonction caractristi-
que et z, z, ..., Zq (q_ 3) des nombres complexes quelconques, finis ou
non, qui sont diffrents entre eux. Dans ces hypothse, nous avons

q

(q- 2) T(r) <:, N(r, z) N(r)- S(r)
off

N(r)= I n(t)-n(O) dt-t-n(O) log r
o t

(n(r) dsignant le nombre des points multiples de f(z) compris dans le

1) Cf. les trois ouvrages de M.R. Nevanlinna, loc. cit. (1).
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cercle Izlr, chaque point tant compt un nombre de fois gal
son ordre de multiplicit diminu par l’unit), et o l’expression S satis-
.fair a la condition suivante" on a

S(r) <: 0 (log T(r)+log r},

en excluant peut-tre une suite d’intervalles (qui ne dpendent pas des
hombres z, z ..., Zq) dont la longueur totale est finie.

M.R. Nevanlinna a introduit ensuite les notions du dfaut 3(z) et
l’indice de ramification (z)"

(z) lim re(r, z) 1 lim N(r, z) ,(z) lim N(r, z)
T(r) - T(r) -- T(r)

D’aprs le deuxime thorme fondamental, nous avons alors
q q

2. (z)-t-. O(z) 2,
i:-1 i=1

qui gnralise videmment le thorme de M. Picard.
M.L. Ahlfors1) a donn une forme gomtrique de la thorie. M.

L. Ahlfors a introduit la notion du nombre moyen des feuillets d’une
surface de Riemann. Nous appelons surface finie route surface W muni
d’une suite des triangulations finies, devenant aussi fines que l’on veut.
Tous les couples des points de Wont leurs distances de sorte que tous
les cSts des triangles soient des courbes rectifiables, et tousles triangles
ont les aires. tant donnes deux surfaces finies W0 et W, W sera
dite place sur W0, lorsqu’ tout point p de W, correspond un point P0
de W0, dit trace de P0. La longueur et l’aire d’une figure Y contenue
dans W sont la longueur et l’aire d’une figure forme par routes les traces
des points de Y, comptes autant de lois gales leure multiplicitY.
Le rapport de l’aire de W avec celle de W0 (mesures sur la sphere de
Riemann au rayon 1/2 et tangente l’origine) s’appelle le nombre
moyen des feuillets de W par rapport W0. En supposant que la sur-
face W0 satisfait quelques conditions auxiliaires, M.L. Ahlfors a d-
montr un thorme fondamental qui nous donne une relation entre la
caractristique de W0 et ceux des W.

Prenons comme W0, la sphere de Riemann au rayon 1/2 et tangente
l’origine. Soir r un nombre positif. Pour une fonction mromorphe,

considrons la surface de Riemann W(r) place sur W0, et consititue
par les valeurs de f(z) prises pour les variables z appartenant au cercle
zl <2 r. La surface W(r) est simplement connexe. Soient, maintenant,
q (q :> 2) petits domaines simplement connexes" D, D., ..., Dq situs sur
W0 et qui sont disjoints (mme si l’on considre leure fermeture) les
uns des autres. La pattie de W(r) situe au-dessus de D sera d-
compos en un nombre fini des surfaces F. Si F n’a aucun point
frontire relativement D, F s’appelle une ile, et sinon, elle s’appelle
une presqu’ile.

Dsignons par n(D) la somme de tous les nombres moyens des

1) L. Ahlfors" Zur Theorie der Oberlagerungsflichen, Acta Math., 65 (1935), p.
157-194.
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feuillets des iles situes sur D, et par n(D) la somme totales des
ordres de ramification des toutes les iles sur D. M.L. Ahlfors a d-
duit de son thorme fondamental la relation suivante"

q q, {S-n(D)} + n(D) 2S/ hL
i=l

off S, L sont le nombre moyen des feuillets de W(r), et la longueur
totale de la frontire relative de W(r), tousles deux par rapport W0.
M.L. Ahlfors a enfin introduit deux dfinitions" nous appelons le d-
faut du domaine (D) et l’indice de ramification 0(D) les nombres:

(D) 1- li-- n(D) O(D) lira n(D)

Nous avons alors .0(D:):> 0 et une relation
q q

:E + _< 2,
i=1 i=1

qui entrane, de sa part, le grand thorme de M. Picard.
M.K. Noshiro) a premirement montr qu’on peut utiliser la

mthode de M. Ahlfors, pour l’tudier l’allure de la fonction inverse
d’une fonction mromorphe w=f(z). M.K. Noshiro a considr le cas
off la fonction inverse z=(w) a un point singulier transcendante, soit
2, dont la trace sera dsigne par w. Dcrivons un petit cercle S de
centre m et de rayon p ( :> 0). Dsignons par l’ensemble de tous
les points z, valeurs de la fonction z=(w), pour w obtenues par le
prolongement analytique en restant dans l’intrieur du cercle S, partir
d’un point situ pros de t2. Soient D (j= 1, 2, ..., q, q 1) des petit
cercles situs dans l’intrieur de S et disjoints l’un de l’autre (mme
si l’on considre la circonfrence ensemble). M.K. Noshiro a dmontr
qu’en supposant que est simplement connexe, nous avons

q q

E <_

o (D, a), ,(D, a,) signifien ls daus ls indiees d ramification.
Enfin, nous vons eonsidre 1 horme de . K. Noshiro dans le

eas o la eonneetion du domaine ap s queleonqu). Noua avons ob-
tenu au lieu de l’ingalit obenu par M. Noshiro, la relation suivante"

Maintenant, nous voyons que cette mthode nous permet d’tablir
le deuxime thorme fondamental sous la forme de M. L. Ahlfors, pour
les fonctions mromorphes et uniformes f(z) dfinies dans domaine D
quelconque. En effet, supposons que les notations z0, 9, ont les

1) K. Noshiro: On the singularities of analytic functions. Japanese Journal of
Mathematics, vol. XVII, 1940, p. 37-96.

2) K. Kunugui: Sur l’allure d’une fonction analytique uniforme au voisinage
d’un point frontire de son domaine de dfinition. Japanese Journal of Mathematics,
vol. XVIII, (1941).
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mmes significations donnes dans 1-2. Soient encore D, D., ...,
( 1) petits domaines simplement connexes,
placement dans l’intrieur de et dont les fermetures sont disjoints les
unes des autres.

Prenons un hombre 0 (0 0) que nous avons dfini dans 2, et
un rayon r(r0), et considrons l’ensemble ouver Do(r) que nous
avons aussi dfini dans 2. Ce ensemble Do(r)sera dcompos en un
hombre (r) des domaines (r), (r), ..., (r), et ces domaines
nous donnent surfaces de Riemann que nous dsignerons par (r)
(, 2, ..., ). L’aire totale de (mesure sur la sphere de Rie-
mann) sera crite par A(). La partie
sera dcompose, de sa part, en un hombre fini des surfaces de Rie-
mann. Toute parte dcompose de cete manire, dont l’ensemble cor-
respondant dans le plan n’a aucun point frontire sur les deux cir-
conferences 0 et r, s’appelle une , et sinon, elle s’appelle
une rs’. Le rapport de l’aire totale des les situes sur D avec
l’aire de D sera dsign par (r,j), et la somme des ordres de multi-
lici de tous les points de ramification de routes les les sur D sera
dsigne par (r,j). Enfin, dsignons par A0 l’aire du domaine et
par S(r) la somme des nombres moyens des feuillets de ( 1, 2, 3,
..., ) par rapport , c. d. S(r)A(r)/A0. Posons

3(Ds) lim {1-
(Nous pourrons appeler, avec MM. Nevanlinna et Ahlfors, (D) et
le dfaut et l’indice de ramification du domaine D). Nous pouvons
alors montrer la relation du dfaut

q q

Remarquons enfin que cette relation entraine imm6diatement le th6orme
g6n6ralis6 de M. Picard, que nous avons 6tabli dans un autre travaiP).

Les d6monstrations d6taill6es pour les 6nonc6s de cette Note seront
donn6es dans un autre m6moire.

1) K. Kunugui: Sur un problgme de M.A. Beurling, Proc. 16 (1940), 361-866.


