No. 2.] 39

10. Die Theorie der Klassenkorper im Kleinen
uber diskret perfekten Korpern. I.

Von Mikao MORIYA.
Mathematisches Institut der Kaiserlichen Hokkaido Universitit, Sapporo.
(Comm. by T. TAKAGI, M.LA,, Feb. 12, 1942.)

Wie in der vorangehenden Note bezeichnet k einen diskret perfekten
Korper in bezug auf einen Primdivisor p, und der Restklassenkorper
E/p besitzt wieder die im Anfang der vorangehenden Note aufgestellten
Beschaffenheiten 1) und 2).

Ich will in den in einer Reihe erscheinenden Noten zu zeigen ver-
suchen, wie man iiber %k als Grundkorper die Klassenkorpertheorie im
Kleinen aufbauen kann. Die Sitze aus der klassischen Klassenkorper-
theorie im Kleinen lassen sich hier auch, abgesehen vom Ewistenzsatz,
rein arithmetisch und algebraisch beweisen. Den Beweis des Existenz-
satzes kann man aber nicht mehr rein arithmetisch und algebraisch
erbringen ; vielmehr mufl man dazu die topologische Methode heran-
ziehen.

Die multiplikative abelsche Gruppe, welche alle von Null ver-
schiedenen Elemente aus k bilden, soll im folgenden durchweg mit 4
bezeichnet werden. Fir eine endliche separable Erweiterung K tiiber k&
bezeichnet H(K, k) die Gesamtheit der Normen aller von Null ver-
schiedenen Elemente aus K nach k, und wird im folgenden stets die K
zugeordnete Normgruppe in k genannt. Eine endliche separable Er-
weiterung K iiber k heifit ein Klassenkorper (itber k), wenn

(K:k)=(A: HK, k))

gilt.

Im vorliegenden Teil I beweise ich den sogenannten Umkehrsatz,
Isomorphiesatz und Eindeutigkeitssatz fir die abelschen Klassenkorper.
Dafl jeder Klassenkorper tiber k stets abelsch ist, wird erst im Teil II
bewiesen.

1. Satz 1. Ist Z eine separable zyklische Erweiterung vom Grade
n iber k, so ist Z stets ein Klassenkorper iiber k, und die Galoisgruppe
von Z iiber k ist isomorph mit der Klassengruppe AJH(Z,k).

Beweis. Eine normale einfache Algebra vom Grade n iiber k be-
sitzt Z als einen Zerfallungskorper? ; sie ist also zu einer zyklischen
Algebra (a, Z, T) éhnlich, wobei a ein Element aus k¥ und T einen
erzeugenden Automorphismus von Z iiber %k bezeichnet. Umgekehrt ist
fiir ein Element a aus A die Algebra (a, Z, T') eine normale einfache
Algebra vom Grade n iiber k. Ordnet man also einem Element a aus
A die (a,Z,T) enthaltende Algebrenklasse tiber k& zu, so entsteht ein
Homomorphismus von A auf diejenige Untergruppe &, aus der Alge-
brenklassengruppe tiber %, die aus allen Algebrenklassen besteht, deren

1) Vlg. die vorangehende Note M. Moriya, Algebrenklassengruppen iiber diskret
perfekten Korpern, Satz 1.
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Indizes Teiler von #n sind. Durch den oben definierten Homomorphismus
gehen alle und nur alle Elemente aus H(Z,k) in die Einsklasse aus &,
itber ; also ist wie bekannt:

AIH(Z, k)2 G,

Weil &, eine zyklische Gruppe von der Ordnung = ist”, so wird
A/H(Z, k) zyklisch von der Ordnung n, w.z b.w.

Um jetzt den Eindeutigkeitssatz fiir die zyklischen Klassenkorper
zu beweisen, schicken wir einen Hilfssatz voraus:

Hilfssatz 1. Es seien Z; und Z, separable zyklische Erweiterungen
von einem Primzahlgrad ! tiber &, und Z; ~ Z;=k. Ferner sei Z ein
beliebiger Teilkérper vom Grade ! iiber k& aus dem Kompositum Z;Z,
von Z; und Z, Ist dann ein Element a aus ¥ Norm eines Elementes
aus Z; bzw. Z, so ist ¢ auch Norm eines Elementes aus Z.

Beweis. Es geniigt nur den Fall zu betrachten, wo a0 ist. Es
bezeichne S; bzw. S; einen erzeugenden Automorphismus von Z; bzw.
Z, iber k. Nach Voraussetzung ist dann Z,Z, separabel abelsch vom
Grade ? uber k; ferner ist die Galoisgruppe von Z,Z, tber k vom
Typus (I,1). Wie ublich kann man hierbei annehmen, dal die Galois-
gruppe von ZiZ, uber k von S; und S; erzeugt ist. Wenn man weiter
S; und S; von vornherein passend wéhlt, so wird Z der zur Gruppe
{S:S:} gehorige Teilkorper von Z,Z/k.

Es sei @, bzw. a; ein Element aus Z; bzw. Z, derart, dafl N,.(G,)
=a=Npu(dy) ist. Dann ist offenbar Ny, Ada;")=1; es gibt also in
Z,Z, ein Element b, fur welches @;d;'=5'"5% gilt?. Bildet man nun
das Element ¢=a,b%", so gehort ¢, wie leicht bestitigt wird, zu Z,
und es gilt:

Nz,1(€) = Nz, 1(@) N2z, 2,65 ) =0,

weil Nzz, 205 =1 ist, w.z b. w.

Satz 2. Hs sei H eine Untergruppe von einem endlichen Index
unter A und A/H zyklisch. Dann existiert iiber k hochstens ein
zyklischer Klassenkorper, dessen Normgruppe in k gleich H 1ist.

Beweis. Wir beweisen zunéichst den Satz im Fall, wo (4 : H) eine
Primzahl [ ist. Angenommen, es wiren Z; und Z, verschiedene zyklische
Klassenkorper iiber k, welche H als die Normgruppe besitzen. Da es
tiber k& bis auf Aquivalenz nur eine einzige separable unverzweigte
Erweiterung vom Grade ! gibt, so mu wenigstens eines von Z; und
Z,, etwa Z;, vollverzweigt sein. Wenn also m; ein Primelement des
Primteilers von p aus Z; bezeichnet, so ist Ny, i(m) =7 ein Primelement
von p aus k. Da meH ist, so ist # auch Norm eines Elementes aus
Z; nach k; daher ist Z, tiber k voll-verzweigt, weil sonst = die fritheste
positive Potenz von = in H sein miisste.

Enthielte nun das Kompositum Z;Z; von Z; und Z, die separable
unverzweigte Erweiterung W vom Grade [ iiber %, so wire = nach

1) M. Moriya, loc. cit. Satz 3.
2) Vgl hierzu etwa M. Deuring, Algebren, Ergebnisse d. Math. und ihrer Grenz-
gebiete, 4 (1935), S. 67.
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Hilfssatz 1 Norm eines Elementes aus W nach k, was aber ein Wider-
spruch ist. Das Kompositum Z,Z, ist also tber k voll-verzweigt.

Wir bezeichnen nun mit S;, S;, S bzw. die erzeugenden Automor-
phismen von Z), Z,, W uber k. Da Z,, Z,, W iiber k unabhingig sind,
so konnen wir wie iiblich annehmen, daB die Galoisgruppe des Kom-
positums K von Z;,Z, W iber k gleich dem direkten Produkt
{S:} x {S,} x{S} ist.

Bildet man nun den zur Gruppe {SS;} gehérigen Korper K, iiber
k, so enthilt K, den Korper Z; weil die Z; zugeordnete Gruppe gleich
{S, S;} ist; ferner ist K, tuber k voll-verzweigt, weil sonst W zur
Gruppe {SSi, Si, Sz} ={S1} x {82} x {S} gehéren miisste. Fiir ein Prim-
element I/ des Primteilers von p aus K, ist Ny, (I])=n, ein Prim-
element von p. Wegen my=Ny, k(NKU, 22(11)) gehort m; zu H, und in-
folgedessen ist =y auch Norm eines Elementes aus Z; nach k.

Betrachtet man nun den Korper Ky Z,W, so ist er zyklisch vom
Grade ! iiber k, weil {SS;, S;} die Ky~ Z,W zugeordnete Untergruppe
ist ; das Primelement =y von p aus k ist daher Norm eines Elementes
aus Ko Z,W. Da offenbar W im Kompositum von Z; und K, Z,W
enthalten ist, so ist nach Hilfssatz 1 n, Norm eines Elementes aus W
nach k, was aber unmoglich ist. Der Satz ist daher im Fall bewiesen,
wo (A : H) eine Primzahl ist.

Es sei nun (A:H)=n>1 und A/H zyklisch. Dann koénnen wir
annehmen, daf der Satz schon fiir alle diejenigen Untergruppen von
A mit zyklischen Faktorgruppen bewiesen ist, deren Indizes kleiner
sind als n. Wir beweisen jetzt, dafl ein zyklischer Klassenkorper Z
iber k, dessen Normgruppe H ist, durch H eindeutig bestimmt wird.
Ist nun ! ein Primteiler von n, so existiert in Z ein zyklischer Teil-

korper Z, vom Grade 7—;— tiber k. Die Z; zugeordnete Normgruppe

H ist daher als eine H enthaltende Untergruppe vom Index -?— unter

A eindeutig bestimmt, weil A/H zyklisch ist. Da A/H zyklisch ist, so
ist Zy nach Induktionsannahme als der Klassenkorper mit H als der Norm-

gruppe in k (aber nicht als ein zyklischer Teilkorper vom Grade —’i"« von

Z k) eindeutig bestimmt. Ferner besitzt der Restklassenkérper von Z,
die im Anfang der vorangehenden Note aufgestellten Beschaffenheiten
1) und 2).

Da Z tiber Z, separabel zyklisch vom Primzahlgrad [ ist, so ist Z
ein Klassenkorper itber Z;,. Bezeichnet nun A, die Gruppe aller von
Null verschiedenen Elemente aus Z, und H, die Gruppe aller derjenigen
Elemente aus Z, deren Normen nach k in H hineinfallen, so ist offen-
bar Hy=2 H(Z, Z,). Durch Normbildung gehen A, H, bzw. in H, H
iiber ; ferner ist

A/Hy,>2 H|H .

Da (A:ﬁ)=lﬁ und n=(A: H)H: H) ist, so ist (4,: H)=1. Hieraus

folgt ohne weiteres:
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H,=H(Z, Z,),

weil Hy,2 H(Z, Z;) und (AO:H0)=l=(A0:H(Z, Zo)) ist. Da H, durch
Zy und H eindeutig bestimmt ist, so ist Z als der Klassenkoérper tiber
Zy, deren Normgruppe in Z, gleich H ist, eindeutig bestimmt, w. z. b. w.

2. Hilfssatz 2. Es sei K eine endliche, separable galoissche Er-
weiterung iiber k. Dann ist stets

(A:HE, k) |(K: k).

Beweis. Wir schliefen von vornherein einen trivialen Fall aus, wo
K=F ist, und nehmen (K:%k)>1 an. Da K tuber k auflosbar ist”, so
existiert eine Korperkette k=K, < K, < -+ < K,=K derart, daff die
K;/K; ,(i=1, ...,v) zyklisch von Primzahlgrad sind. Wenn »=1 ist, so
ist (A : H(K, Ic))=(K 1 k), weil dabei K ein Klassenkorper itber k ist.
Wir nehmen also an, daB der Satz bis »=n giltig ist. Es sei nun
v=n-+1. Dann ist K=K,.; separabel galoissch iiber K;. Nach In-
duktionsannahme gilt also :

(4: HK, K)) (K : Ky,

wo A; die Gruppe aller von Null verschiedenen Elemente aus K; be-
zeichnet. Bezeichnet nun H; die Gruppe aller derjenigen Elemente aus
K, deren Normen nach k in H(K, k) hineinfallen, so ist

(4 :H)|(K:K),
weil Hy 2 H(K, K;) ist. Durch Normbildung erhilt man:

(H(EK, k) : HE, 1) =(Ar: Hy) .

Da offenbar (A:H(K, k))=(A: H(K;: k) (H(K, k): HK, k) und
(A:H(Kl, Ic))-——(Kl:k) ist, so ist

(4: HK k) |[(K: K)Ki: k), w.z.b.w.

Satz 3. Umkehr- und Isomorphiesatz.

Es sei L eine endliche separable abelsche Erweiterung iiber k.
Dann st L ein Klassenkorper, und die Galoisgruppe von L iiber k ist
isomorph zu A[H(L, k).

Beweis. Nach der galoisschen Theorie ist L aus endlich vielen,
tiber k& unabhingigen separablen zyklischen Erweiterungen zusammen-
gesetzt. Die Anzahl solcher unabhingigen separablen zyklischen Er-
weiterungen sei r. Ist dann zunidchst =1, so ist der Satz bereits in
Satz 1 bewiesen. Wir nehmen also an, daB der Satz fiir die Korper
schon bewiesen ist, welche aus héchstens r—1 separablen zyklischen,
tlber k& unabhingigen Korpern zusammengesetzt ist. Es seien nun
Zy, ..., Z, separable zyklische, iiber k¥ unabhingige Erweiterungen, aus
denen L zusammengesetzt ist. Dann ist nach Induktionsannahme das

1) M. Deuring, Verzweigungstheorie bewerteter Koérper, Math. Ann., 105 (1931),
S. 277-3017.
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Kompositum L, von Z,...,Z,; ein Klassenkoérper iber %k, und die
Galoisgruppe &, von L, tiber k ist zu A/H(L,, k) isomorph. Bezeichnet
nun &, die Galoisgruppe von Z, iiber k, so ist die Galoisgruppe & von
L uber k gleich dem direkten Produkt &, x ®,.

Fir das Kompositum H von H(L, k) und H(Z,. k) ist A/H zyklisch,
weil wegen H 2 H(Z,, k) A/H einer Faktorgruppe aus A/H(Z,, k) iso-
morph ist. Der Index (A : H) sei durch n bezeichnet. Jedem zyklischen
Teilkorper vom Grade n iber k aus L, entspricht dann nach dem
Hauptsatz der galoisschen Theorie genau eine Untergruppe vom Index
n mit zyklischer Faktorgruppe aus &, Da nach Induktionsannahme
®&y22 A/H(Ly, k) ist, so gibt es genau so viele H(L k) enthaltende
Untergruppen vom Index = mit zyklischen Faktorgruppen wie die
Untergruppen vom Index n mit zyklischen Faktorgruppen aus &. Da
nach Satz 2 verschiedenen zyklischen Koérpern stets verschiedene Norm-
gruppen in k zugeordnet sind, so schlieBt man ohne weiteres, da es in
L, einen zyklischen Teilkorper Z vom Grade n» iiber & gibt, dessen
Normgruppe in k¥ H ist. Ebenso ist Z in Z, enthalten, weil
S, 2 A/H(Z,, k) und A/H(Z,, k) zyklisch ist. Da Ly~ Z,.=k ist, so
mul Z=Fk sein; d.h. H=A.

Nach einem Isomorphiesatz gilt nun:

A[H(Z,, k) 22 H(Lo, k)|[H(Z,, k) ™ H(Lo, k) ;
hieraus folgt ohne weiteres:
(A:H(Lo, k) ~ H(Z,, k) = (A : H(Ly, k) (A : H(Z,, k))
=(Ly:k)Z,: K)=(L:k).
Da anderseits H(L,k) < H(Ly, k) " H(Z, k) und nach Hilfssatz 2
(A:H(L, k) S (L:k) ist, so mu (A:HL,k)=(L:k) sein; d.h. L

ist ein Klassenkérper tber k.
Da offenbar H(Lq, k)/H(L, k) - H(Z,, k)|H(L,k)=A/H(L,%k) und

(A:H(@, k)= (A: H(Z, k) (H(Z, k) : HL, k) = (H(Ly, k) : HL, k)) -
(H(Z,, k): H(L, k)) ist, so besitzen H(Ly, k)/H(L, k) und H(Z,, k)/H(L, k)
nur die Klasse H(L, k) gemeinsam ; d. h. es gilt:
Weil nach Induktionsannahme
&2 A/H(Ly, k)22 H(Z,, k)[H(L, k) und
(‘Br =~ A/H(Zm k) = H(LO’ k)/H(L: k)
ist, so ist offenbar
A/H(L, k)22 x &, 2O ;
somit ist der Isomorphiesatz bewiesen.
Aus Satz 3 folgt nun
Satz 4. Eindeutigkeitssatz. FEs existiert zu einer Untergruppe H

von endlichem Index wunter A hochstens ein Klassenkorper iiber k,
dessen Normgruppe in k gleich H qst.
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Beweis. Es seien L, und L, Klassenkoérper iiber k, deren Norm-
gruppen in % gleich H sind. Bezeichnet dann S;(n)(¢=1, 2) die Anzahl
der zyklischen Teilkérper von L;, deren Grade nach k gleich n» sind,
so sind die diesen Sin) zyklischen Teilkorpern zugeordneten Norm-
gruppen in k nach Satz 2 voneinander verschieden; sie enthalten aber
H(L, k)= H und bilden unter A zyklische Faktorgruppen von der Ordnung
n. Aus Satz 3 folgt ohne weiteres Si(n)=_Sy(n), und zu einer Unter-
gruppe H? zwischen A und H, welche unter A eine zyklische Faktor-
gruppe von der Ordnung # bildet, existieren in L; und L, bzw. die
zyklischen Teilkérper Z{” und Z$® vom Grade m iiber k, welche H®
als die Normgruppe besitzen. Nach Satz 2 miissen Z{® und Z$ iiber-
einstimmen. Ein zyklischer Teilkérper von L, bzw. L, tiber k ist daher
in Ly bzw. L; enthalten. Weil L, und L, aus endlich vielen zyklischen
Teilkorpern tiber %k zusammengesetzt sind, so miissen die Korper L; und
L, Ubereinstimmen, w. z. b. w.

Mit Hilfe der Satze 3 und 4 beweist man ohne Schwierigkeit
folgenden

Hilfssatz 3. Es sei L ein abelscher Klassenkorper iber k. Ist
dann H eine H(L, k) enthaltende Untergruppe in A, so gibt es in L
genau einen apelschen Klassenkorper iiber %, dessen Normgruppe gleich
H ist.

Satz 5. Sind L, und L, abelsche Klassenkiérper iiber k, so ist das
Kompositum L L, der abelsche Klassenkorper iiber k, dessen Normgruppe
H(Ly, k) ~ H(Ly, k) ist. Ebenso ist Ly~ Ly der abelsche Klassenkorper
iber k, dessen Normgruppe H(Ly, k) - H(L,, k) ist.

Beweis. Da L,L, iiber k abelsch ist, so ist es ein Klassenkorper
tiber k. Offenbar gilt dann:

H(L\Ly, k) < H(L;, k)  (:=1,2);

d. h. es ist H(LLy, k) < H(Ly, k) ~ H(Ly, k).

Nach Hilfssatz 3 existiert in L,L, ein abelscher Teilkorper tber k,
dessen Normgruppe gleich H(L,, k) ™~ H(Ly, k) ist. Ferner enthilt dieser
Korper Ly, L; und infolgedessen das Kompositum L;L,; es mufl daher
H(Lng, k)'—"II(Ll, k) ) H(Lg, k) sein.

Der Korper L; M L, ist offenbar ein abelscher Klassenkorper iiber k,
und es gilt:

H(Ly ™ Ly, k) 2 H(Ly, k) - H(Ly, k) .
Nach Hilfssatz 3 existiert in L; und L, nur ein abelscher Teilkorper,

dessen Normgruppe gleich H(Ly, k) « H(Ly, k) ist; dieser Kérper mufl
also in L; M L, enthalten sein. Es folgt daher:

H(leLZ’ k)=H(Lb k) 'H(L2: k) .




