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48. Uber die allgemeinen algebraischen Systeme, 111",

Von Kenjiro SHODA.
Mathematisches Institut, Kaiserliche Universitidt zu Osaka.
(Comm. by T. TAKAGI, M.LA., May 12, 1942.)

§10. Isomorphiesitze. Die in $§1 eingefithrten Restklassenzerleg-
ungen eines algebraischen Systems 2 bilden bekanntlich einen Verband,
wenn man den Durchschnitt ¢ ™ ¢ zweier Zerlegungen ¢, ¢ als die
Zerlegung definiert, die aus den Durchschnitten der Restklassen nach ¢
und ¢ besteht. Die Vereinigung ¢ U ¢ soll dann als die feinste Rest-
klassenzerlegung 6 mit 8 ~ p=¢, 6 N ¢=¢ definiert.

Wenn einen Restklassenzerlegung mindestens ein Untersystem & als
eine Restklasse enthédlt, so heisst sie eine Restklassenzerlegung von 2
nach B, sie wird mit UA/B bezeichnet®. A/V ist im allgemeinen durch
A, B nicht eindeutig bestimmt®. Die Menge aller Restklassensysteme
A/B nach einem festen B heisst der Schar der Restklassensysteme, der
mit [A/B] bezeichnet wird. Ein Schar der Restklassensysteme [A/B]
heisst zu einem anderen ['/B'] einseitig isomorph, wenn zu jedem A/B
mindestens ein A’/ isomorph ist. Wenn ferner [A'/B'] zu [A/B] ein-
seitig isomorph, so spricht man von dem gegenseitigen Isomorphismus.
Analog kann man den Homomorphismus und den Meromorphismus der
Schare der Restklassensysteme definieren.

Der Einfachheit halber nehmen wir im folgenden stets an, daB
unsere algebraischen Systeme stets ein Element (Nullelement) 0 ent-
hélt, das in sich ein Untersystem bildet: 0«0=0 fir jede Verkiipfung
a. Wir betrachten dann nur die Untersysteme, die 0 enthalt. Jedes
Restklassensystem ist dann in der Form UA/®B darstellbar mit einem
Untersystem %, da jede 0 enthaltende Restklasse ein Untersystem sein
muss. Den Schar [2(/0] bezeichnen wir mit [2[], welches mehr als ein
Restklassensysteme enthalten kann. Ein Untersystem 8B von U heisst
normal, wenn mindestens ein %A/B existiert.

Aus dem in §1 angegebenen Homorphiesatz folgt unmittelbar

Homomorphiesatz. Ist A’ zu A homomorph, so ist A’ einem Rest-
Elassensystem A[B nach dem 0 von A’ zugeordneten mormalen Unter-
system B isomorph. Also ist [A'] 2u [A/B] einseitig isomorph.

Aus dem Homomorphiesatz folgt wegen der Transitivitit der ein-
seitigen Isomorphismen

Erster Isomorphiesatz. Ist A zu A homomorph wund ist B ein
normales Untersystem wvon ', so ist [ [B] zu [A/B] einseitig iso-
morph, wo B das B entsprechende normale Untersystem von A st

Ist B ein normales Untersystem von A und ist € ein B enthal-

* T und IT in Proc. 17 (1941), 323-327; 18 (1942), 171-176.

1) Mit %/B bezeichnen wir nicht nur die Restklassenzerlegung sondern auch das
dadurch erhaltende Restklassensystem.

2) Betrachtet man z.B. eine Menge M ohne Verkniipfung und eine Untermenge
N, so erhilt man durch eine beliebige Partition der komplementdren Menge M-N
stets eine Restklassenzerlegung von M nach N.
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tendes Untersystem von 2, so ist 8 normal in €. Denn eine Rest-
klassenzerlegung von U nach B induziert eine Restklassenzerlegung von
€ nach B, wenn man nur die Elemente aus € beachtet. Im allge-
meinen braucht aber ein €/%B kein Untersystem eines /B zu sein. Ist
¢ normal, so kann man nur behaupten, dafl es ein A/B gibt, welches
ein /B enthilt. Zum Beweis hat man den Durchschnitt einer Zer-
legung A/C mit einer Zerlegung A/B zu bilden. Die Umkehrung gilt

aber im allgemeinen. Ist ndmlich € ein die Restklasse ¥ enthaltendes
Untersystem eines festen /B, so bilden die simtlichen in den Rest-

klassen aus € liegenden Elemente ein Untersystem von 2.

Als Zusatz des ersten Isomorphiesatzes erhilt man unmittelbar

Zusatz des ersten Isomorphiesatzes®. Ist € ein normales Unter-
system von 2 und ist B/€ ein normales Untersystem eines festen /€,
so ist [(UA/C)/(B/C)] zu [A/V] einseitig isomorph.

Nun beweisen wir

Zweiter Isomorphiesatz. Ist B ein Untersystem, € ein normales
Untersystem von A, so ist [BUC/C] zu [B/B €] einseitig isomorph.

Wir setzen ein Restklassensystem B €/€ fest. Diejenigen Rest-
klassen aus B €€, die mindestens ein Element aus B enthalten,
bilden ein Untersystem N/€ von B €/€, da B und € das vorgegebene
Nullelement gemeinsam enthédlt. Also ist R ein Untersystem, das
B und € enthalt, daher ist =B €. Damit ist eine isomorphe Zu-
ordnung von LUE/€ mit einem Restklassensystem BB ~E auf-
gestellt. Jede Restklassenzerlegung B €/€ induziert eine isomorphe
Restklassenzerlegung B/B N €.

Sind B*, B, € normale Untersysteme von ¥ und B* 2B, B* " C=
BNE, B*UE=BuUE, so ist B=B". Zum Beweis betrachten wir
ein Restklassensystem B €/B, das ein B*/B enthilt. Da jede Rest-
klasse aus BUC/B mindestens ein Element aus € enthilt, so ist
B* € von BN E verschieden, wenn B* von B verschieden ist. Da-
mit ist die Behauptung bewiesen.

Die sdmtlichen Untersysteme von 2 bilden bekanntlich einen Ver-
band. Der Durchschnitt B € zweler normalen Untersysteme B, €
ist normal. Denn der Durchschnitt zweier Zerlegungen /% und /€
ist eine Zerlegung A/B N E. Dagegen ist das durch B, € erzeugte
Untersystem B € nicht notwendig normal. Der eben bewiesene Satz
besagt: Wenn die Vereinigung zweier mormalen Untersysteme stets
normal 1ist, so bilden die simtlichen normalen Untersysteme einen
moduliren Verband.

§11. Verband der Restklassenzerlegungen. Im folgenden setzen
wir voraus :

I. A besitzt ein Nullelement.

II. Die Vereinigung zweier normalen Untersysteme eines Unter-
systems A’ von A ist normal in A,

III. Der Meromorphismus zweier zu A’ homomorphen Systeme ist

1) Wenn IV in §11 vorausgesetzt ist, so kann man fiir B ein beliebiges € ent-
haltendes normales Untersystem annehmen.
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stets ein Klassenmeromorphismus®.

Nach I und II bilden die sdmtlichen normalen Untersysteme von
A’, wie wir schon gezeigt haben, einen moduldren Verband. Sind
A’ /B und A’'/€" zwei Restklassensysteme, so sind sie meromorph, wenn
man zwei Restklassen zuordnet, falls sie mindestens ein Element ge-
meinsam haben. Nach III muss dieser Meromorphismus ein Klassen-
meromorphismus sein. Da B’ und €’ das Nullelement gemeinsam haben,
so miissen die ein Element aus € enthaltenden Restklassen aus A'/®B’
zu den ein Element aus B’ enthaltenden Restklassen aus 2'/€’ ent-
sprechen. Solche Restklassen aus UA//B’ und A’/€’ bestehen insgesamt
aus denselben Elemente aus A’. Das Untersystem bezeichnen wir mit
®'. Dann ist die Vereinigung der beiden gegebenen Restklassenzerleg-
ungen A/B und A’'/€ eine Restklassenzerlegung A’'/D’.

Gleichzeitig bewiesen ist:

III". Ist € ein normales Untersystem von 2A’, A'/B’ ein festge-
setztes Restklassensystem, so bilden die sdmtlichen den Elemente aus
¢’ kongruenten Elemente aus U’ ein normales Untersystem von .

Man beweist auch leicht:

IV. Das durch %’'/®B induzierte Restklassensystem &'/% fiir ein
B’ enthaltendes normales Untersystem §’ ist ein normales Untersystem
von A’'/B.

Die Vereinigung der beiden Zerlegungen U’/ und A’/B’ ist nidm-
lich nach oben eine Zerlegung von 2’ nach . Da nach II ¥ U €’
normal in A’ ist, so folgt hieraus ¥'=B’ U E’. Damit ist gezeigt:
Der modulirer Verband aller normalen Untersysteme von N’ ist dem
Verband aller Restklassenzerlegunyen homomorph. Die beiden Ver-
bédnde sind zwar isomorph, wenn man voraussetzt :

V. Die Restklassenzerlegung A'/®B’ ist durch A’ und B’ eindeutig
bestimmt.

Aus III folgt unabhingig von I und II: Der Verband aller Rest-
klassenzerlegungen von A’ dst moduldr. Sind ndmlich ¢*, ¢, ¢ Rest-
klassenzerlegungen von A’ und zwar ¢* > ¢, o* U¢=9 U ¢, so besteht
eine Restklasse K von ¢ ¢ aus den Klassen K’ von ¢, die mit einer
Klasse C’ von ¢ mindestens ein Element gemeinsam haben. Da ¢™*
von ¢ verschieden ist, so kann man annehmen, da8 K= K* > K’ fir
eine Klasse K™ von ¢* ist. Dann ist ersichtlich K* ~ C’ von K’ ~ C’
verschieden, was besagt, daB ¢* m ¢ von ¢ N ¢ verschieden ist.

Die Vollstindigkeit des Verbandes aller Restklassenzerlegungen von
A ist unabhidngig von den oben angegebenen Voraussetzungen klar.
Wenn man III voraussetzt, so kann man die Vereinigung einer Menge
der Zerlegungen ¢y, ¢, ... folgendermassen konstruieren. Man setze die

1) Diese Voraussetzungen fiir die bestimmten primitiven A-algebraischen Systeme,
z.B. Gruppen, Ringe, beweist man iiblich als Folgerungen der Axiome. Das ist ge-
niigend, da jedes Untersystem eines primitiven A-algebraischen Systems stets A-
algebraisch ist. Die Voraussetzung III kann man folgendermassen formulieren. Der
Meromorphismus zweier A-algebraischen Systeme ist stets ein Klassenmeromorphismus.
Sind nédmlich ® und 9’ meromorph nach der Zuordnung der Elemente d ~d’, so bilden
die Symbolen (dd’) nach der Verkniipfung (dd’)a(ee’)=(dae d’ae’) ein A-algebraisches
System, zu dem © und 9’ beides homomorph sind.



230 K. SHODA. [Vol. 18,

Restklassen Cj, D; aus ¢; zusammen, wenn man endlichviele Restklassen
Cy, Fy, ..., F; , Dy aus den ¢; annehmen kann, so dafl die aufeinander

folgenden Glieder mindestens ein Element gemeinsam haben. Dann er-
hilt man eine ¢; enthaltende Restklassenzerlegung. Es sei ndmlich
 Fh -y F;, Di eine andere Reihe und zwar ae C; N Fy, o eF; mDi

Bezeichnet man die @ bzw. o’ enthaltende Restklasse aus ¢, mit G
bzw. G, so sind G, Gy, -, G; , Fi, -, F , Dy und Cy, Fy, -, FY

Giy -+ Gi, Di auch Reihen mit der verlangten Eigenschaft. Daher

nehmen wir an, daB ¢=j, m=mn ist. Dann besitzen die aufeinander
folgenden Glieder von CaCi, FjaF%, ..., FimaFgm, DyaD; firr jede Ver-

kniipfung ¢ mindestens ein Element gemeinsam. Nach der Konstruk-
tion enthilt diese Zerlegung alle Zerlegungen aus M, wie man sich
leicht {iberzeugt, wenn man die Vereinigung ¢, ¢, mit einem ¢, aus
M bildet. Nach III bildet ein Schar [U'/B’] mit einem festen B’ einen
Verband. Die obige Uberlegung zeigt die Vollstandigkeit dieses Ver-
bandes.

Es sei noch bemerkt, da II eine Folgerung von I, III und der
folgenden starken Voraussetzung ist.

IV*. Das durch /% induzierte Restklassensystem %'/’ fiir ein
B’ enthaltendes (nicht notwendig normales) Untersystem % ist ein
Untersystem von A’/%.

Ist ndmlich A'/® die Vereinigung von 2’/%B’ und A’'/C’, so kann
man nach IV* unabhingig von II schliefen, da &'=8" U ¢’ ist.

§12. Jordan-Holder-Schreierscher Satz®. TUnter den Vorausset-
zungen I, II, IV werden wir den bekannten Jordan-Holderschen Satz
auf unseren allgemeinen Fall iibertragen. Eine Kette von r+1 Unter-
systeme A=A, Ay, ..., A,.=0 heisst eine Normalkette der Liange 7,
wenn jedes Glied der Kette normales Untersystem des vorangehenden
ist. Die Schare der Restklassensysteme [2(;/2;.1] heissen die Restschare
der Kette. Eine Normalkette heisst eine Kompositionsreihe, wenn
jeder Restschar der Kette einfach ist, d.h. wenn mindestens ein Rest-
klassensystem aus dem Schar kein normales Untersystem enthélt. Nach
IV ist dann jedes Restklassensystem aus dem Schar einfach. Eine
Kompositionsreihe ist also nichts anderes als eine Normalkette derart,
daB zwischen zwei aufeinander folgenden Glieder R;, 2;.; kein normales
Untersystem von 2A; existiert. Zwei Schare der Restklassensysteme o,
o' heissen verkettet?, wenn endlichviele Schare o,=og, oy, ..., 6,=0" €x-
istieren derart, daB zwei aufeinander folgenden Schare o;, 0;.1 einseitig
isomorph sind. Im folgenden schliessen wir den einseitigen Isomorphis-
mus nur nach dem zweiten Isomorphiesatz. Die Einfachheit von ¢ folgt
aus der von ¢ und umgekehrt. Zwei Normalketten 3, 3’ heissen ver-
kettet, wenn endlichviele Normalketten 3,=2, 3, ..., Jg=23" existieren
derart, dafl die Reihen der Schare der aufeinander folgenden Normal-

1) Vgl hierzu H. Zassenhaus, Lehrbuch der Gruppentheorie I.

2) Dieser Begriff findet sich wesentlich schon in O. Ore, On the foundation of ab-
stract algebra I, II, Ann. Math. 36, 37 (1935-36); ,,dhnlich“ bei O. Ore und ,, pro-
jektiv “ bei G. Birkhoff, Lattice Theory (1940), Chapt. III.
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ketten X;, 3;.; bis auf die Anordnung und bis auf den einseitigen Iso-
morphismus identisch sind. Dann lassen sich die Restschare von X und
2’ eineindeutig so zuordnen, dafl die entsprechenden Schare verkettet
sind. Nun lassen sich der Jordan-Holdersche Satz folgendermassen
formulieren.

Jordan-Holderscher Satz. Besitzt A eine Kompositionsreihe, so sind
zwel Kompositionsrethen stets verkettet. Jede Normalkette lisst sich zu
eine Kompositionsrethe wverfeinern.

Der Beweis verlauft analog wie bei der Gruppentheorie durch In-
duktion nach der Linge der Kompositionsreihe, deren Existenz voraus-
gesetzt ist.

Setzt man IV* voraus, so erhdlt man die von Schreier angegebene
Verallgemeinerung des Jordan-Holderschen Satzes.

Schreierscher Satz. Zwei Normalketten lassen sich so verfeinern,
daf3 die Reithen der Restschare der beiden meuen Ketten bis auf die
Anordnung und bis auf die Verkettung identisch sind.

Diesen Satz kann man auch analog wie bei der Gruppentheorie be-
weisen, wenn der folgende Hilfssatz bewiesen ist.

Hilfssatz. Ist u bzw. b normales Untersystem des Untersystems
0 bzw. B von A, soist 1w (1 Nb) bzw. v (B N u) normales Unter-
gystem von w U (U AB) bzw. bV (B AN) und [uw U NB)/uow U ~o)]
ist zu [p U (B AW /o U (B )] verkettet.

Nach dem zweiten Isomorphiesatz ist. namlich [ (11 ~ B)/u]
zu [UAAu~B] einseitig isomorph; also ist 1B und analog
b~ U, folglich auch (U V) (b 1U) normales Untersystem von
N B, Die mit den Elementen aus (u ~B) U (» ~U) modulo u kon-
gruenten Elemente aus nvu (U AYB) bilden nach IV nu @~ B) U
bnA)=uuv(dNU), welches von der Wahl des Restklassensystems
u U A B)/u unabhangig ist. Also ist nach dem ersten Isomorphiesatz
[to@AB)uudnl)] zu UAB/uANAB)UOAN)] einseitig
isomorph. Analog beweist man, da8 [bu @B AU)/p U (B Nu)] zu
[UAB/(unB) (b A 1N)] einseitig isomorph ist. Damit ist der Hilfs-
satz und folglich der Schreiersche Satz bewiesen.

Eine Normalkette heisst eine Hauptreihe, wenn jedes Glied normal
in A ist und, wenn zwischen zwei aufeinander folgenden Glieder kein
normales Untersystem von U existiert. Fir Hauptreihen kann man
analog vorgehen und den Jordan-Holderschen beweisen. Dabei sind die
Bedingungen I, II, IV fiir 2'=% nicht nur fir den Beweis des Jordan-
Holderschen Satzes sondern auch fir den Beweis des Schreierschen
Satzes geniigend. Diese Sitze sind aber auch als unmittelbare Folger-
ungen der entsprechenden Satze in der Theorie der Verbidnde an-
zusehen?®.

Da ein Schar [2’'/%'] nach III einen vollstindigen Verband bildet,
so gibt es das grosste Restklassensystem. Aus dem einseitigen Isomor-
phismus zweier Schare folgt ersichtlich der Isomorphismus der beiden
grossten Restklassensysteme.

Wir setzen I, II, III voraus und wir nehmen an, daf [U'/%'] das

1) Vgl die in der Anmerkung 6) zitierte Arbeit von O. Ore, I.
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grosste Restklassensystem des Schares bedeutet. Dann kann man den
Jordan-Holderschen Satz folgendermassen formulieren: Besiizt A eine
Kompositionsreihe, so sind die Reihen der Restklassensysteme zweter
Kompositionsreihen bis auf die Anordnung und bis auf den Isomor-
phismus tdentisch.

Setzt man ferner IV* voraus, so lisst sich der Schreiersche Satz
folgendermassen formulieren: Zwet Normalketten lassen sich so ver-
Sfeinern, daf} die Reihen der Restklassensysteme der beiden neuen Ketten
bis auf die Anordnung und bis auf den Isomorphismus identisch sind.
Damit erhalten wir die beiden Hauptsitze in der ublichen Form.

Zum Schluss sei noch bemerkt, daff die beiden letzten Sitze gelten,
wenn I, II, V vorausgesetzt sind. Denn IV ist eine unmittelbare
Folgerung von V.



