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90. Die Theorie der Klassenk6rper im Kleinen
iiber diskret perfekten Kirpern.

Vori Mikao MORIYA.
Mathematisches Institut der Kaiserlichen Hokkaido Universitt, Sapporo.

(Comm. by T. TAIGI, M.I.., Oct. 12, 1942.)

Wie in der frfiheren Note) bezeichnet k einen diskret perfekten
K6rper m bezug auf einen Primdivisor , und der Restklassenk6rper
k/p besitzt wieder die beiden folgenden Eigenschaften"

1) k/p ist vollkommen,
2) zu einer beliebigen natfirlichen Zahl existiert genau eine

algebraische Erweiterung yore Grade fiber
Ferner benutzen wir im folgenden alle dort eingeffihrten Bezeichnungen
ohne Erklirung. Nun schicken wir als Vorbereitung einige Hilfssitze
voran.

Hilfssatz 1. Es sei K/k ein Klassenkfrper, und ein Zwischen-
k6rper yon K/k. Ist dann K bzw. i galoissch fiber bzw. k, so sind
K und K bzw. Klassenk6rper fiber / und k. Ferner stimmt H(K,
mit der Gesamtheit /7 aller derjenigen Elemente aus fiberein, deren
Normen nach in H(K, k) hineinfallen.

Beweis. Zunichst gilt nach Definition"

H(K, E) ;
Da bekanntlich (A" )= (H(R, k)’H(K, k)) ist), so folgt

>=
Weil K, R bzw. iiber , k galoissch sind, so gilt)"

(ft.." 1-7) ( H(K, I)) (K"

und (A" H(, k)) <: (" k),

woraus man leicht

(A H(K, )) (. H(, ))( ) <= ( )(K" )=(K"

schliett. Well nach Voraussetzung K]k, ein Klassenkfrper, also

(A’H(K, k))--(K" k) ist, so miissen unbedingt

(,. )=(K. ) und (A" H(g, ))=(g’)
sein; d.h. ist ein Klassenkfrper iiber k.

1) M. Moriya, Die Theorie der Klassenkfrper im Kleinen fiber diskret perfekten
Kfrpern. I., Proc. 18 (1942), 39-44.

2) fi- bezeichnet die Gesamtheit aller von Null verschiedenen Elemente aus .
3) M. Moriya, loc. cit., S. 42.
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Aus der Unleichung

hlie man oor"

453

(A H(K, g)) = (K" E) und =H(K, E)

well H(K, E) ist; d.h. K]g ist ein KlassenkSrper zu .
Hilfssatz 2. In einer KSrperkette

seien ]k, ]. und K/, galoissch. Ist dann K ein KlassenkSrper fiber
k, so ist auch ein KlassenkSrper iiber k.

Beweis. Nach Hilfssatz 1 ist K ein KlassenkSrper iiber K, und
zwar ist H(K, K) die Gesamtheit aller derjenigen Elemente aus K,
deren Normen nach k in H(K, k) hineinfallen. Wendet man auch den
obigen Hilfssatz auf K]: an, so ist K ein KlassenkSrper iiber .
Dabei stimmt H(K, ) mit der Gesamtheit aller Elemente aus , deren
Normen nach in H(K, ) hineinfallen. Bezeichnet man nun mit B
die Gesamtheit aller derenigen Elemente aus , deren Normen nach k
in (K, k) hineinfallen, o ist offenbar

B=H(K,R).

Da nach Voraussetzung K/k ein KlassenkSrper ist, so ist

(K" ) (E" k)=(K" k)= (A’H(K, k))= (A" H(, k)) (" ),
wo A die Gesamtheit aller von Null verschiedenen Elemente aus /
bezeichnet. Da =H(K, F.) und K] ein KlassenkSrper ist, so folgt
aus der obigen Gleichnung

(K" k)= (A" H(, k)), w.z.b.w.

Hilfssatz 3. Es sei k0 eine endliche separable zyklische Erweiterung
iiber k, und K eine endliche separable abelsche Erweiterung fiber ko.
Ist dann H(K, ko) bei Anwendung eines erzeugenden Automorphismus
yon ko/k invariant, so ist K/k galoissch.

Beweis. Da in der kleinsten, K enthaltenden separablen galoisschen
Erweiterung iiber k r mindestens eine Fortsetzung besitzt, so bezeichnen
wit eine solche auch schlechthin mit . Bezeichnet nun / denjenigen
KSrper, welcher aus K durch Anwendung yon r entsteht, so ist dann
und nur dann K fiber k galoissch, wenn K’*=K ist. Wie leicht be-
st/itigt wird, ist K’ fiber k=ko abelsch, und es gilt"

H(K, k.o)= H(K, ko)=H(K, ko);

also ist K* ein abelscher KlassenkSrper fiber ko, dessen Normgruppe
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gleich H(K, k0) ist. Nach dem Eindeutigkeitssatz) muff daher K=K
sein, w. z. b. w.

Nun beweisen wir folgenden
Satz . Ein galoisscher KlassenkSrper K iber k ist stets iber

abelsch.
Beeis. Da der Satz fiir die zyklischen KlassenkSrper vom Prim-

zahlgrad giiltig ist, so nehmen wir an, dat der Satz bereits fiir alle
galoissche KlassenkSrper bewiesen ist, deren Grade nach k kleiner sind
als (K" k).

Weil K iiber k ga]oissch ist, so kSnnen wir fiber k stets eine echte
zyklische Erweiterung K so bestimmen, daft K fiber K vollverzweigt ist.
Da nach Hilfssatz I K/K ein galoisscher KlassenkSrper ist, so ist K
nach Induktionsannahme fiber K abelsch. Bekanntlich ist dabei K aus
endlich vielen, fiber K zyklischen Erweiterungen zusammengesetzt. Es
sei K’ ein beliebiger zyklischer TeilkSrper von K/K. Dann ist
nch Hilfssatz 2 ein KlassenkSrper. Da K’/, /k abelsch sind, so ist
H(K’, K) nach Hilfssatz 1 identisch mit der Gesamtheit aller derjenigen
Elemente aus g, deren Normen nach k in H(K’, k) hineinfallen. Hier-

folgt

H(K’, K)=H(K’, K),

falls r einen erzeugenden Automorphismus von K/k bezeichnet. Nach
Hilfssatz 3 ist K’ fiber / galoissch. Es geniigt also nur zu beweisen,
dat K’ tiber k abelsch ist. Wir kSnnen daher ohne Einschrinkung
annehmen, dat K/K von vornherein vollverzweigt, zyklisch ist.

Es sei nun T die unverzweigte, separable zyklische Erweiterung
vom Grade n=(K" K). Dann ist das Kompositum L von K und T
ein abelscher KlassenkSrper, dessen Normgruppe H(L, K) gleich H(K, K)
f H(T, K) ist. Da fiir ein Element =k= 0 aus K N.(-)=I ist, so
ist nach Hilfssatz 1 - in H(K, K) enthalten. Beriicksichtigt man
nun, daft 2’ als ein Kompositum yon K und einer unverzweigten
zyklischen Erweiterung fiber k ein abelscher KlassenkSrper ist, so ent-
hilt H(T, K) auch -. Die symbolische (1-r)-te Potenz eines jeden
yon Null verschiedenen Elementes aus ist also stets in H(L,)
enthalten.

Es seien nun a, a. die erzeugenden Automorphismen yon K/K,
T]K. Dann ist die Galoisgruppe yon L/K das direkte Produkt {a}
{a}, weil K f T=K ist. Die Galoisgruppe yon L/k ist also yon

und r erzeugt, wenn r eine Fortsetzung des Automorphismus r von
K/k in die Galoisgruppe yon L/k bedeutet. Da T fiber k abelsch ist,
so ist offenbar r-ara in der Gruppe (a} enthalten; weil anderseits
{a} ein lIormalteiler der Galoisgruppe yon L/k ist, so mut
das Einheitselement sein. Es ist also ra=r.

1) M. Moriya, loc. cit., S. 43-44.
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Wir zeigen nun, da r=r ist. Es bezeichne H die Gesamtheit
aller derjenigen Elemente aus K, deren Normen nach k in H(L, ) hin-
einallen. Ist dann ein beliebiges Element aus H, so gibt es ein Element
F aus L derart, daf NL,(F)=N,() ist; d.h. N.(NL.(r)r-)=I.
Nach einem bekannten Satz existiert daher ein Element / aus K, so

dab =NL.(/)f- ist. Da Nr../’), - beide zu H(L, K) gehSren,
so ist ein Element aus H(L, K), woraus HK(L, K) folgt. Weil
anderseits stets HHL, K) ist, so ist H=H(L, K). Hieraus folgt
ohne weiteres, dat L ein KlassenkSrper fiber k ist, weft

(A H(L, k)) (A H(, k)) (" )=(" k)(L )=(L K)

ist, wo A die Menge aller von Null verschiedenen Elemente aus K be-
zeichnet.

Der der Gruppe {aa} zugeordnete TeilkSrper R ist offenbar iiber
K abelsch, also ist nach Hilfssatz 2 ein KlassenkSrper tiber k. Da nach
Hilfssatz 1 H(,) aus allen denjenigen Elementen aus besteht,
deren Normen nach k in H(, k) hineinfallen, so gilt

H(,)=H(g, )
/i ist nach Hilfssatz 3 fiber k galoissch, und infolgedessen {aa} ein
Normalteiler der Galoisgruppe von L[k. r-aa2v ist also einerseits yon
der Form aa, und anderseits vonder Form
und {a} ein Normalteiler der Galoisgruppe yon L/k ist. Es muff daher

zl rood n,

und folglich r-ar=a sein. Der KSrper L ist also iiber k abelsch,
und K ist als ein TeilkSrper von L]/ auch abelsch.

Hilfssatz 4. Es sei K eine endliche separable galoische Erweiterung
iiber /. Dann existiert iiber k ein abelscher KlassenkSrper L, dessen
Normgruppe H(K, k) ist, und zwar ist L der grSfite abelsche TeilkSrper
yon K/k.

Beweis. Da der Satz fiir den Falle, wo (K" k) eine Primzahl ist,
stets giiltig ist, so nehmen wir an, da der Satz bereits fiir alle
galoischen Erweiterungen bewiesen ist, deren Grade nach k kleiner sind
als (K" k). Da K/k galoissch ist, so existiert ein zyklischer TeilkSrper

von K]k, dessen Grad nach k eine Primzahl ist. Nach Induktions-
annahme existiert fiber R ein abelscher KlassenkSrper L derart, dab
H(L, ])=H(K, 1)ist. Bezeichnet nun / die Gesamtheit aller der-
jenigen Elemente aus/, deren Normen nach k in H(K, k) hineinfallen,
so ist

H(K, I)=H(L, If).

Daher existiert fiber ein abelscher KlassenkSrper L za/>. Da fiir

1) VgL etwa M. Deuring. Algebren, Ergebnisse d. Math., 4, 1 (1935), S. 66-67.
2) M. Moriya, loc. cir., S. 44.
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einen erzeugenden Automorphismus yon K’/k = ist, so ist L
nach Hiffssatz 3 galoissch iiber k.

Nun gilt, wie leicht bestRtigt wird,

H(L, k) H(K, k)

da anderseits K L ist, so ist stets H(L, k) H(K, k), woraus H(L, k)
=HK, k) folgt. Wenn man mit A die Gesamtheit aller yon Null ver-
schiedenen Elemente aus bezeichnet, so gilt"

(. (L, ))= ( (, ))= (.(, )) ((a, ) --(, ))
=(" k)(fi." )=(L-k);

d.h. L ist ein galoisscher KlassenkSrper iiber k, also ist nach Satz 1
abelsch. Ist nun L’ ein beliebiger abelscher TeilkSrper yon K/k, so ist
H(L’, k) H(K, k)= H(L, k), woraus L’ L folgt), w.z.b.w.

Zusatz zu Hilfssatz 4.
Ist K eine endliche separable Erweiterung iiber k, so existiert ein

abelscher KlassenkSrper, dessen Normgruppe gleich H(K, k) ist.
Beweis. Es sei K* eine K enthaltende, endliche separable galoissche

Erweiterung fiber k. Dann existiert nach Hilfssatz 4 ein abelscher
KlassenkSrper, dessen Normgruppe H(K*, k) ist. Da H(K, k) H(K*, k)
ist, so existiert sicher ein abelscher KlassenkSrper zu H(K, k)).

Satz 2. Abgrenzungssatz. Ist K eine endliche separable Erweite-
rung iber k, so existiert iber t ein abelscher Klassen."rper, dessen
Normgruppe gleich H(K, k) ist. Ferner ist dieser KlassenkSrper der
grSflte abelsche TeilkSrper yon K iber

Beweis. Wir betrachten fiber k die K enthaltende, endliche
separable galoissche Erweiterung K*, und fiihren den Beweis in zwei
Abschnitten.

1) (K*’K) ist eine Primzahlpotenz p.
Die K zugeordnete Untergruppe 22 aus der Galoisgruppe von

ist in einer zu p gehSrigen Sylowgruppe (R) enthalten). Ist dann der
zugeordnete TeilkSrper yon K*/k, so gilt

(- (*, ))= (. (, ))(. ),
wo fi- die Gesamtheit aller yon Null verschiedenen Elemente aus
und die Gesamtheit aller derjenigen Elemente aus K, deren Normen
nach k in H(K*, k) hineinfallen, bezeichnet. Da (" k)=n zu p prim ist

und fiir ein Element a aus A stets a=N:(a)ist, so ist (A" H(,
prim zu p. Nun existiert nach Hilfssatz 4 ein abelscher KlassenkSrper
L fiber k, dessen Normgruppe gleich H(, k) ist. Bildet man dann
das Kompositum KL yon und L, so ist (L" )ein Teller von
(L’k), also prim zu p. Weil L im grSfiten abelschen TeilkSrper yon

1) M. Moriya, loc. cit., S. 44, Satz 3.
2) M. Moriya, loc. cit., S. 44, Hilfssatz 3.
3) Vgl. etwa, A. Speiser, Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung, 3. Aufl.

(1937), S. 65-66.
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K* ]k enthalten ist, so muff /, in K* enthalten sein; dies ist aber nur
dann mSglich, wenn L , also L ist. Wie leicht bestitigt wird,
ist dabei L der grSte abelsche TeilkSrper yon

Da der Normalisator von (C) aus von verschieden und jede
p-Gruppe auflSsbar ist, so wird zwischen und K eine KSrperkette
/=0 K eingeschaltet, wo fiir jedes i (K- K_)
p ist.
Wir bezeichnen nun mit L1 den abelschen KlassenkSrper zu H(, k)

fiber k. Ist zuerst H(/, k)=H(, t), so folgt H(L, k)=H(L, k), weil
H(, k)=H(L, k) H(L, k)=H(, k) ist. Da L L ist, so mu6
L=L sein. Da dabei L auch der grSflte abelsche TeilkSrper yon

/k ist, kann ohne Schwierigkeit bewiesen werden.
Es sei nun H(I, k) H(, k). Dann ist wegen H(, k) H(, k)

stets (A-H(I, k)) :> (A" H(, k)). Sezeichnet man daun mit fi die
Gesamtheit aller von Null verschiedenen Elemente aus K: und mit H
die Gesamtheit aller derjenigen Elemente aus , deren Normen nach
k in H(, k) hineinfallen, so fol aus der Gleichung (A" H(, k))

(A. =p,

well 1 <2 (ft." ) <:: (fi-- H(g, g)) p ist ferner ist wegen H(g,/)

H(KI, j)--.

Da offenbar (/," k)= (A" H(, k)) (A H(, k))=( k)p ist, so ist
(5 R.

Bezeichnet nun die Gesamtheit aller derjenigen Elemente aus, deren Normen nach k in H(5,k) hineinfallen, so folgt aus

(A H(Li, k)) (A" H(RL1, ))--(A" H(R, ))(2 /’-1)

weil H(/, ) und (" H(RSI, R))=p ist; hieraus folgt sofort
:=H(.ZI, ). Da die beiden Normgruppen /-7 und unter ft. einen
und denselben Index besitzt, und da aus Z Z stets 1 folgt,
so ist =, also ist

H(R, R)=H(RL,, R).
Nach dem Eindeutigkeitssatz!) gilt stets" RI=RI d.h. L1 ist in K
enthalten. Ferner ist leicht zu beweisen, daft jeder abelsche TeilkSrper
von /k stets in enthalten ist. Der KSrper L ist also der gr56te
abelsche TeilkSrper von iiber k. Dutch vollstindige Induktion be-
weist man ohne Schwierigkeit, daft der Satz stets giiltig ist, wenn
(K*’K) eine Primzahlpotenz ist.

2) Es sei q5 die K zugeordnete Untergruppe aus der Galoisgruppe
yon K*/k, und p, ..., p die simtlichen verschiedenen Primteiler der

1) M. Moriya, loc. cit., S. 43-44, Satz 4.
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Ordnung yon (. Bezeichnet dann (i= 1, r) eine zu p. gehSrige
Sylowgruppe aus ( und K den zugeordneten TeilkSrper von K*/k,
so ist nach 1)

H(L, k)=H(K, k)

wo L den grSiten abelschen TeilkSrper yon K/k bezeichnet. Da often-
bar K=K K ist, so ist L=L L in K enhalten, und
die L zugeorne Normgruppe in k ist gleich H(L, k) H(L, k)).
Ist aber L’ ein beliebiger alscher TeilkSrper yon K/k, so ist L’ in
jedem L enthaln, also ist H(L’, k) H(L, k), woraus L’ L fol,

Mit Hilfe von Satz 2 beweist man folgenden
Satz 3. Ein senkper ber k ist stets abech.
Beweis. Ist K ein KlassenkSrper fiber k, so ist (K’k)=

(A" H(K,k)). Nach Satz 2 existiert ein abelscher KlasnkSrper L

zu H( k), welcher in K enthaln ist. Aus (L’k)= (A’H(K, k))
=(K" k) fol ohne weires

L=K.

Satz 4. Verschiebungssatz.
Es sei k’ eine endliche separable Erweiterung ber k, und L eine

eliche separable abeche Erweiterung ber k. Dann ist k’L der
senkSrper ber k’, dsen Normgruppe a allen denjigen Ele-
menten aus k’ besteht, deren Normen nach k in H(L, k) hineinflen.

Beweis. Wir betrachten zunchst den Fall, wo K’ fir k primitiv
ist). Dann mu der grSfite alsche TeilkSrper L’ yon k’]k entweder
mit k’ oder k fibereinstimmen; da H(L’,k)=H(k’,k) ist, so ist

(A’H(k’,k)) entweder gleich (k"k) oder 1. Ist zunchst (k"k)=

(A’H(k’, k)), ist k’ nach Satz 3 fiber k alsch, also ist k’L]k’
ein KlasnkSrper zu H(k’, k) H(L, k). Nach Hilfstz 1 ist der Satz
sicher ltig. Ist ar (A" H(k’, k)) 1, so ist

(A. (A (A" H’)=(A" H’),

wo A’ die Gamtheit aller yon Null verschienen Elemen aus k’
und H’ die mtheit aller derjenigen Elemente aus k’, deren Normen
nach k in H(k’L, k) hineinfallen, zeichne Da L offenbar der grSfi
alsche TeilkSrr yon k’L]k ist, so ist nach Satz 2 H(k’L,k)=H(L, k),
also ist (A’-H’)=(A’H(k’L,k))=(L’k)=(k’L’k’). Hiera folgt

oh weir H’=H(k’L, k’), weil H’ H(k’n, k’) und (A’ H(k’L, k’))
=(k’L" k’) ist. Wegen H(k’L,k)=H(L,k) steht H’ a allen den-
jenigen Elemenn aus k’, deren Norm nach k in H(L, k) hineinfallen.
A jeden Fall ist der Satz gfiltig, wenn k’/k pmitiv ist.

1) M. Moriya, loc. cit., S. 44, Satz 5.
2) D.h. zwischen k und k existiert kein echter ZwischenkSrper.
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Da der Satz fiir alle primitiven Kiirper iiber k bewiesen wird, so
nehmen wir an, daft der Satz bereits fiir alle KSrper bewiesen ist,
deren Grade nach k kleiner sind als (k"k). Nun k6anen wit zwischen
k und k’ einen Zwischenkiirper k derart einschalten, daft k/k primitiv
ist und 1 < (k’k) ist. Dann ist kL nach dem oben Bewiesenen ein
Klassenkiirper iiber k, dessert Normgruppe H(kL, k) mit der Gesamt-
heir aller derjenigen Elemente iibereinstimmt, deren Normen nach k in
H(L, k) hineinfallen. Ferner ist nach Induktionsannahme k’kL--k’L, ein
KlassenkS:per tiber k’, dessen Normgruppe H(k’L,k’) aus allen den-
jenigen Elementen besteht, deren Normen nach k in H(kL, k) hinein-
fallen. Wie leicht bestitigt wird, stimmt aber H(k’L, k’) mit der
samtheit aller derjenigen Elemente aus k’ iiberein, deren Normen nach
k in H(L, k) hineinfallen, w. z. b. w.


