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108. Uber ein lineares Funktional auf dem teilweise
geordneten Modul.

Von Hidegord NAKANO.
Mathematical Institute, Tokyo Imperial University.
(Comm. by T. TAKAGI, M.LA., Nov. 12, 1942)

Kirzlich hat T. Nakayama einen teilweisegeordneten Modul ge-
geben, der zu keiner Klasse von Funktionen algebraisch isomorph istV.
Dabei habe ich bemerkt, dass der sogenannte L,-Raum ein solcher ist.
Hier wollen wir diese Aufgabe ndher erdértern. Im folgenden ver-
wenden wir Bezeichnungen in einer fritheren Abhandlung®.

M sei ein teilweisegeordneter Modul, und € sei sein Eigenraum.

Definition 1. Ein Punkt b in € heisst ein beschrdankter Punkt von
M, wenn es ein derartiges Element aeIN gibt, dass das relative

Spektrum (%, b> fir alle x e I endlich ist.

Satz 1. Wenn ein positives lineares Funktional P(30) auf IN
der Bedingung :

*) Min {P(a), P(b)}=0 fiir ab=0

geniigt, so gibt es einen einzigen derartigen beschrdinkten Punkt b von
M, dass fiir P(a) 0, [p]eb stets P([pla)=P(a) ist, und dann gilt fir
P(b) 3= 0 stets

() !I}‘(%;—=<-g—, b).

Bewets. Wenn P(a) 3= 0 ist, so gilt nach (*) fiir jeden Projektor [p]
P([pla)=0 oder =P(a).

Fir P(a) 2= 0 bildet die Menge p, aller Projektoren [p] mit P([pla) 30
ein Maximalideal, denn 1) .30, 2) aus [¢] =[p], P([pla) 30 folgt
P(([q]—-[p])a,) =0 nach (*) und folglich P([¢la)=P([pla), 3) aus
P(pla) 30, P(lgla)>0 folgt P([pllgle) >0 mnach (*), und fiir
P((qla)=0 gilt P(([a]—[g][aDa)=P(a) 3 0. Dieses Maximalideal p,
ist dasselbe fiir jedes ¢ mit P(a)30, denn fiir p,3p, gidbe es zwei

Umgebungen [p], [¢] mit [p]l[¢]=0, p.o[p], p»2[q] und dann wire nach
(*) P([pla)P([qlb)=0. Dieses einzige p, bezeichnet man mit b.

1) T. Nakayama: On Krull’s conjecture concerning completely integrally closed
integrity domains. I. Proc, 18 (1942), 185-187.

2) H. Nakano: Stetige lineare Funktionale auf dem teilweisegeordneten Modul.
Jour. Fac. Sci., Tokyo Imp. Univ. Sec. I. 4 (1942), 201-382.

3) Diese Bedingung (*) ist offenbar dquivalent mit

P(a v b)=Max {P(a), P(b)} oder P(a~b)=Min {P(a), P(b)}.
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Nun sei >0, P(b)>0. Wenn (%, b>>a ist, so gibt es nach
der Stetigkeit des relativen Spektrums einen Projektor [p]e b, damit
(%, 13>>a fir jedes ps[p] ist. Dann gilt [pla = a[plb und folglich

= a| =gq Pla) a
P(a)=P([pla) = P(dplh)=aP®), d.h. P(b)z -

Nach Obigem kann man die Behauptung (*) leicht schliessen.

Definition 2. I heisst regulir vollstindig®, wenn fiir jede Doppel-
folge

a#.l.\é.a’ﬂ.Zz ) li_zna/.t,u:'o (/*‘:1; 2"")
stets ein Element [ gibt, damit
lga’ﬂ,v” (IU‘=1i 29 "')

fir eine passende Folge i, vy, ... besteht.

Satz 2. Wenn ein normierter teilweisegeordneter Modul N stetig
und vollstindig iiber Norm ist, so ist MM reguldr vollstindig.

Beweis. Nach der Stetigkeit von I folgt aus lirg a,,,=0 stets

lim(a,,[=0.
v>o0
Daher gibt es eine Folge vy, vy, ..., fir welche die Reihe
@, 41 ag,u, 14+
konvergent ist. Dann erhdlt man durch
l=ay,,,+ag,,+

ein Element !, firr das lgaﬂ,,ﬂ (#=1,2,...) ist.

Definition 8. Ein Punkt p in € heisst transzendent, wenn fir
abzahlbar unendlich viele beliebige Umgebungen U, U,, ... von p der
Durchschnitt U U, ... eine Umgebung von p enthilt.

Satz 3. Wenn I reguldr vollstindig ist, so ist jeder beschrinkte
Punkt von M transzendent in €,

Beweis. p sei nicht transzendent. Dann gibt es eine Folge von
Projektoren [p] = [p:] = -+, [p.]1ed mit 11_)12 [p,]=0. Fir jedes [alep,
a >0 gilt dann

1) Diese Bedingung ist schwécher als die Regularitit von L.V. Kantorovitch:
Lineare halbgeordnete Rdume, Rec. Math. Moscou, 2 (44), 1937, 121-168. Man kann
aber auch leicht beweisen: wenn M reguldr wvollstindig ist, so ist jede komvergente

Folge stets velativ gleichmdssig konvergent, d.h. fir lima,=a gibt es ein Element !
Y>>0
und eine Zahlenfolge ¢ = ¢, = ..., lime, =0, fur welche |a,—a| el (v=1,2,..)ist. M
y->o0
ist aber regulir im Sinne von Kantorovitch dann und nur dann, wenn I reguldr voll-
standig und superuniversal ist.
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Uple = 4psla = -, lim Upla=0  (x=1,2,..).

Da M reguldr vollstindig ist, gibt es ein Element ! und eine Folge
v, Vg, ---, damit

lzdpJo (=12 ..)

(52 (2 ).

a

ist. Hieraus folgt

Daher muss (%, p>= 4 o sein. Da a beliebig sein mag, ist p kein

beschriankter Punkt von IR.
Satz 4. Wenn I superuniversal ist, so besitzt M keinen trans-
zendenten Punkt ausser isolierten Punkten in €.

Beweis. Wenn p kein isolierter Punkt in € ist, so gilt cpg[ v[p]=0.
Da I superuniversal ist, gibt es eine Folge [p]=[p.]= -, n.]ed

mit lim [p,]=0. Daher ist p kein transzendenter Punkt von M.
Yy o

Nach Obigem folgt sofort der

Satz 5. Wenn ein normierter teilweisegeordneter Modul I stetig,
streng monoton und vollstindig iitber Norm ist, so besitzt € keinen be-
schrinkten Punkt ausser isolierten Punkten.

Satz 6. Wenn M sich durch eine Klasse von Funktionen algebraisch
vollstindig darstellen lisst, so findet man beschrinkte Punkte von IN
itberall dicht in G.

Beweis. M sei isomorph zu einer Klasse von Funktionen {f.(a)},
aeM. Fir jedes a(>>0) e M gibt es dann ein q, fiir das fu(«) >0 ist.
Setzt man P(a)=f.(«), so erhdlt man ein positives lineares Funktional
P(a) auf M, das der Bedingung (*) geniigt. Daher gibt es nach Satz 1
einen beschrinkten Punkte bs[a] von M. Da a Dbeliebig sein mag,
finden die beschrinkten Punkte von MM sich iiberall dicht in G,

Nach Satz 5, 6 kann man leicht einsehen: wenn ein L,-Modul L,
2u einer Klasse von Funktionen isomorph ist, so ist L, isometrisch zu
der Klasse aller Zahlensysteme (a,) mit der konvergenten Reihe

) lP=> a1
fiir ein System ».

Satz 7. Wenn M vollkommen 1ist, so ist jeder beschrdinkte Punkt
von M transzendent in €,

Beweis. Wenn ein Punkt p nicht transzendent ist, so gibt es eine
Folge [p] = [p»:1= -, [p.]ep mit lim[p,]=0. Da M vollkommen ist,
erhidlt man durch

1=3([p]-pde  (aley)

v

ein Element [, fur das

(; p>=([pé_1€, p)gu
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und folglich —l—-, p)=+co ist. Daher ist b kein beschrinkter Punkt
a

von IN.

Jeder separable Raum besitzt offenbar keinen transzendenten Punkt
ausser isolierten Punkten. Daher kann man nach Satz 1, 7 leicht ein-
sehen : wenn ein Hausdorffscher Roum R universal, separabel und in
sich dicht 1st®, so besitzt der teillweisegeordnete Modul aller im er-
weiterten Sinne stetigen Funktionen auf R keinen algebraischen Homo-
morphismus zu den reellen Zahlen.

Ich habe kiirzlich von S. Kakutani gehort, dass er bewiesen hat:
wenn ein Limes beschrinkter Zahlenfolgen Lim a, wie folgt definiert ist:
1) Lim (aa,+pBB,)=a Lima,+ B Lim 3,, 2) Lima,=Lima,;, 3) Lima, =0
fir ¢, =0, 4) Lim1=1, 5) Lim B8, =Lima, LimB,, so ist fir einen
nicht isolierten Punkt p im universal erweiterten bikompakten Raum
von isolierten Punkten 1, 2, ... und die stetige Erweiterung (ay, ay, ---) (p)
jeder beschriankten Funktion (ay, oy, ...) auf 1,2, ... stets

Lim au::(al, (200 "') (p) .

Dieser Satz folgt sofort aus Satz 1. Hier wollen wir aber unmittelbar
beweisen den allgemeinen

Satz 8. § sei der Modul aller stetigen Funktionen f(p) auf einem
bikompakten Hausdorffschen Raum R. Wenn ein positives lineares
Funktional P(f) auf F den Bedingungen P(1)=1 und

(**) Min {P(f), P(9)}=0 fir fg=0?
geniigt, so gibt es einen einzigen Punkt v, in R, fir den
, P(f)=F )
18t.

Beweis. Da R bikompakt ist, kann man leicht beweisen : es gibt
einen derartigen Punkt p, in R, dass fur jede stetige Funktion f(p)
mit f(h)=1, f(P) =0 in R stets P(f) >0 ist, und sogar ist p, nach
(**) eindeutig bestimmt. Da R normal ist, gilt dann nach (**) P(f)=0,
wenn f(p)=0 in einer Umgebung von p, besteht.

Nun sei f(p) eine beliebige stetige Funktion auf R. Fur jede
positive Zahl ¢ gibt es eine Umgebung U von by, worin |f(p)—rf(p) | <<e
besteht. V sei auch eine Umgebung von p, mit V<< U. Da R normal
sein soll, gibt es eine stetige Funktion g(p) mit |g(p) | <<e in U und

f®)—flp) in R-U
0 in V
Dann gilt f(p)+2e = () —g(p) =5 (M) —2¢ in R und folglich

g(p)= {

1) Der von Nakayama gegebene Raum ist ein solcher Raum, Vgl. 1), ndmlich der
Eigenraum des monoton separablen teilweisegeordneten Moduls, den man durch Schnitte
aus allen stetigen Funktionen im abgeschlossenen Intervall [0, 1] erhilt.

2) Diese Bedingung (**) ist offenbar schwicher als P(f9)=P(f)P(9). Vgl. weiter 3).
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S(ho)+2e 2 P(f—g) = f(h)—2¢.

Da andererseits nach Obigem P(g)=0 ist, gilt | P(S)—f(bo) | < 2e.
Daher erhilt man P(f)=f(m), denn ¢ mag beliebig klein sein.

Bemerkung 1. Nun betrachten wir ein derartiges Funktional P(30)
auf M, dass < ZPa) =0 fur a(=0)eM und P(aa+3b)=uP(a)+
BP(b) ist, wenn die rechte Seite einen Sinn hat. Wenn man Satz 1
fir solches Funktional P betrachtet, so kann man nach dem Beweis
ohne weiters schliessen, dass es einen einzigen Punkt ) in € gibt,
damit (*) far 0<<P(b) << + o besteht. Hierbei ist P, aber nicht
immer ein beschrinkter Punkt von Wt

Bemerkung 2. Wenn p ein transzendenter Punkt in € ist, so ist

das relative Spektrum <Z, p) ([l ep) endlich fir jedes ¢ und zwar

stetig als ein lineares Funktional von a. Umgekehrt, wenn das relative
Spektrum ( Z’ , p) als ein lineares Funktional von a stetig ist, so ist p

ein transzendenter Punkt in C.



