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120. ur les slngularits non directement critiques*.

Par Yosiro TUMURA.
Sizuoka Kotogakko.

(Comm. by S. KAKEYA, M.I.A., Dec. 12, 1942.)

1. Dans la Note pr6c6dente’), j’ai trait6 des singularit6s trans-
cendantes non directement critiques (suivant la definition de M. Iversen)
d’une fonction inverse d’une fonction meromorphe darts tout le plan
fini. Soit w--f(z) une fonction m6romorphe, dont la surface de Riemann
de la fonction inverse possede une singularit6 transcendante 9 sur la
coordonn w--c. Soit, encore, , un domaine de z-plan qui est l’image
de o-voisinage de 9. Nous pouvons supposer 3-1 sans restreindre
la g6nralit6. Donc, lf(z) l 1 dans , et If(z)I t sur sa frontiere
finie. Si f(z) est holomorphe dans 3, 9 est une singularit6 directement
critique, et nous pouvons prouver le "Randstellensatz" de M. Ahlfors
dans . Done, supposons que f(z) possde une infinit6 des pbles darts .

Dans la Note pr6sente, nous prouverons que si le nombre des pbles
est comparativement petit, les fonctions m6romorphes se portent de la
mme manibre que des fonctions holomorphes par exemple, les th6orbmes
de M. Wiman et de MM. Phragmen-LindelSf, "Zielwertssatz" et
"Randstellensatz" de M. Ahlfors se prouvent.

2. Comme l’extension du thorbme de M. Valiron, nous avons le
Thorme I. Soit f(z) une fonction mdromorphe dans tout le plan

fini, dont la fanction caractdristique satisfait

(1) lim T(r, f) </. (log r)

Alors f(z) ne possde qu’une valeur asynptotique, et s’l yen a, il existe
une suite des couronnes"

(2) r, <lzl < kr, (k ::> 1, lim r,= o)

dans lesquelles f(z) converge uniform$ment vers "la valeur asympotique.
Nous avons prouv6 ce th6orme dans la Note [1]. En employant

la formule de MM. Poisson-lensen et de notre lemme dans la Note [1],
nous aurons le

Thorbme II. Soient a, une suite des nombres complexes arbitraires
qui convergen vers l’infini, n(r) un hombre des a don les nodules
sont inf$rieures r, et N(r) son int$grale logarithmique. Supposons
que

(3) lim N(r,f) / et, li-- log N(r,f) < 1,
(log r) log r

alors

* MonbusyS-Kagakukenky5.
1) Y. Tumura, Sur les thor6mes de M. Valiron et les singularit(s transcendantes

indirectement critiques. Ce Proc. 17 (1941).
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f(z)- II z +tin
Z--an

est une fonction mdromorphe, et sa fonction caractdristique T(r,f) satis-
fait (1). Par consequent, il existe une suite des couronnes (2), dans
lesqulles f(z) satisfait a

Ce thorme est quivalent au
Thorme III. Soient a 1, et n(r) le nombre des a dont le

module est infrieur r 1. Si

dt
(4) lim 1-t

la foncion

log [" n(t): dt
<:+ et li-- 1-t <::1,

’- log1
1-r

f(z)= (n an Z

est rguliOre dans le cercle-unitd zl 1, et il existe une suite des cercles
z r (lira r 1) sur lesquels If(z) --- 3 > O.

J’ai employ le Thorme II sans dmonstration dans la Note [1].
Prof. TujiD a prouv le thorme de M. Valiron sous la forme de

Thorme III, mais sous une condition plus restrictive" n(r) k log 1
1-r

au lieu de (4). Donc, le thorme de M. Tuji est quivalent au thorme
de M. Valiron, et il est vident que ceci est contenu dans Thorme III.

3. Soient z/ un domaine dont le contour contient le point z= o,
p une suite des points de qui convergent vers l’infini, et un domaine
simplement connexe qui contient , dont la contour coincide l’une des
contours de 3 Ecrivons par r(r) somme des longueurs d’arcs z I=r
contenus dans J, par (z, p) la fonction de Green de 9, et par n(r) le
nombre des p (I PI<:: r). Suivant la dmonstration de ma Note [1],
nous avons

Lemme. Si

I l n(t) dtn(t) dt log -tD()lim t(t) <::+o et lira <1,

[.t dt I dt
t0(t) t-(t)

la somme des bnctions de Green (z, p) converge, et it n’existe aucun
therein allant l’infini r lequel (z, p) augmente inddfiniment.

Soit f() une onction uniforme et mromorphe dans . crivons
par n(r, ,f; ) le hombre des ples de f(z) dans des domaines communs
d et au cercle [z<r, et

1) M. Tuji, On the behaviour of an invers function of a meromorphic function
at its transcendental singular point. III. Ce Proc. 18 (1942).
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IN(r, ,f; )= [n(t, ,f; )-n(0, ,f; 3)]/n(0, ,f; ) logr,

Cr, co, f; d)=-1 lSg If(re’) d,

T(r, co,f; d)--re(r, co,f; )/N(r, co,f; 3).

Alors on a le)

ThdorOme IV. Soit f(z) une fonction uniforme et mbromorph clans
J et sur sa frontire fini r, qui possOde un chemin d’infini dans , et
If(z) l= 1 sur . Si la fonction du hombre des pdle sarisfair a

n(t, oo,f ,)

(5) lim’

tO(t) .
Mor on

log I n(t’ co,f; d) d
<:+ o et lira tO(t) <:1,

t(tl

dt -const.log re(r, co,f: a) > t(t)

I1 est vident que, si n(r)< k I dt la condition (5), par con-
t()

squent Thrbme IV se pouvent. La condition (5) dit que le nombre
des pSles est comparativement petit, et quand est un domaine an-
gulaire, elle est remplace par

(5’) lim N(r, co,f; a) / oo et lira log N(r, co,f; a) 1.
(log r) log r

Si w=a satisfait t (5) (au lieu de w--o) dans d, nous appelons
que w=a possbde une propridt V.

Thdorme V. Si une fonction mromorphe f(z) clans d possOde p
domaines de ddtermination diffdrentes de la propeit V, et ne prend
pas les voisinages des valeurs asymptotiques sur la contour de (au
voisinage de z= co), alors on a

1(6)

l’ordre p de la fonction est ddfini par

p-- ti-- log T(r, f; )
log r

C’est l’extension du "Randstellensatz" de M. Ahlfors.
4. Pour f(z) qui n’est pas rgulire dans J, mais satisfait t (5),

nous prouvions le mme thoribme qu’une fonction reguliire dans

1) Dana la dmonstration de ma Note [1], j’ai tudi la fonction dana le demi-plan,
mais j’ai oubli de la traduire en J. C’est trivial de conduir ce Thorme IV de ma
Note [1]. Aprs avoir lu ma :Note, M. Tuji m’a remarqu par une lettre (voir aussi

r dt
loc. cit.). Mais la condition n(r, ,f; -t0(i de M. Tsuji est plus forte que (5).
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Une fonction mromorphe qui satisfait ’ (5’)possde, probablemcnt,
les mmes proprits qu’une fonction entirc" par exemple, le thdorme
de M. Wiman et le "Zielwertssatz" de M. Ahlfors est les proprits
caractristiques des fonctions entires. Mais pour les fonctions mro-
morphes qui satisfont (59, nous prouverons ces thormes.

Comme ua lemme, nous avons le
Thorme VI. Soit f(z) une fonction mromorphe dans un domaine

simplement connexe et sur son contour fini et , qui converge vers, quand zl augmente indfiniment sur , t converge vers
(a -a). Alors nous avons

n(t, w, f; ,)

(7) lim t-(t) o

tO(t)
pour toute la valeur finie ou infinie, sauf au plus deux valeurs de

Si a (-a, a) ne satisfait pas (7), il existe un chemin allant
l’ifini darts ,, surlequel f(z) converge vers a.

C’est le precis6 du th6orme de MM. Phragmen-LindelSf. Comme
l’extension du "Zielwertssatz ", nous avons le

Thgorme VII. Soit f(z) une fonction mdromorphe d’ordre p da.
tout le plan fini, dont le hombre des pSles satisfait

(8) lim N(r, f) <+
(log r)

Si f(z) possde p 2 valeurs asymptotiques finies (distinctes .tr la
surface de Riemann d’une fonction inverseS, alors on a

Pour p= 1, deux cas suivants sont possible"

i) T(r,f) > const. -.
ii) lim T__(r,f)_ <+

(log r)

dans ce cas il existe une suite des couronnes (2) dans lesquelles f(z)
converge vers la valeur asymptotique.
De mme, comme l’extension du thorme de M. Wiman, nous avons le

Thdorme VIII. Soit f(z) une fonction mdromorphe dans

d’une type minimale d’ordre 1__ au plus, dont le nombre des pdles saris.
2

fait a (8). Zi
lira T(r,f) o,

(log r)

ators il existe une suite des cercles zl=r (lim r,,= ), pour lesquds

lim Ylin. If(z)!
n-oo Il-rn

En light les Thormes VI et VII, no von le
Thorme IX. Soit f(z) une fonction mromorphe d’ordre fini dan.

zl + o. Si pour deux valeurs a, b, on a
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(9) lira N(r, w) + (w=a, b),
(log r)

alors f(z) ne possbde aucune valeur asymptotique distincte de a et b.
Ce thorime se prouve pour des fonctions mromorphes dans un

domaine simplement connexe pour lequel z= oo est simple, sous la con-
dition (7). Si f(z) ne prend ni a ni b, la condition sera amliore.

I1 existe, en effet, des fonctions mromorphes d’ordre infini pos-
sdant deux valeurs exceptionnelles au sens de M. Iicard et une valeur
asymptotique distincte par exemple, f(z)=e ne prend ni zro ni infini,
et tend sur l’axe rel ngatif vers un.

5. Remarque. i) Quand on tudie des fonctions m(romorphes
d’ordre fini ou des fonctions qui possbdent un hombre fini des sin-
gularits ayant la proprit V, de prendre un domaine simplement
connexe 9 qui contient ne restreind pas la precision. Parceque,
correspondant une 6-voisinage de singularit transcendante sur la
coordonn wl= o, si z = o est au moins doublement accessible dans ,
il suffit de prendre suffisamment petit.

En employant le thorime de M. Gross, nous avons le
Thdorme X. Soit z= o doublement accessible au moins dans ,,

c’est.d-dire il y a deux contours allant l’infini. Partageons par
une courbe en deux parties zl et ,1. Soit, encore, f(z) une fonction
rdguliOre dans et sur sa frontire finie r, et If(z) 1 dans , et
If(z) I=1 sur r. Si , (i=l, 2) est infiniment connexe, il existe un
chemin d’infini dans ,.

TMorOme XI. La condition est mdme celle de ThdorOme X. S’il
n’y a pas de chemin d’infini dans ,, f(z) converge uniformdment vers
une valeur dont le module est un, quand zl augmente inddfiniment
dans &.

Done, la fonction inverse de f(z) possde sur wl 1 une singularitd
directement, ou directement et indirectement critigue.

ii) Une singularit4 transcendante d’une fonction inverse d’une
fonction m(romorphe, qui possde la proprit V, peut tre la singularit
indirectement critique (au sens pur).

iii) En employant la thorie des ensembles d’agglomration’, nous
pouvons prouver autres proprit(s prcises des fonctions mromorphes
dans . Par exemple, comm l’extension du thorme de MM. Phragmen-
LindelSf, on a

ThdorOme XII. Soit f(z) une fonction mdromorphe dans le demi.
plan z 0 et continue sur l’axe imaginaire. Supposons que If(z)! 1
sur l’axe imaginaire, et que pour tout r il existe un point z saris.
faisant

z :> o, [z[
et

f(z) > 1.

1) Y. Tumura, Sur le problme de M. Kunugi, Proc. 17 (1941); Sur le premier
thorme dans la thorie des fonctions m4romorphes, Proc. 1 (1942); Quelques ap-
plications de la th(orie de M. Ahlfors, Jap. Jour. Math. 15 (1942).
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Alors deux cas suivanls sont seulemcnt possible"
a) f(z) prend route la valeur w (1 w I:> 1), saaf au plus deux, une

infinit de ]his darts "Jz O.
b) ou, f(z) converge uniformment ve,rs une valeur dont l module

est un.
iv) M. Valiron a indiqu que cet ordre de croissance dans (1),

(3), (4) etc. ne peut tre amlior. I1 a construit une fonction mro-
morphe qui possde une infinit des valeurs asymptotiques finies et
N(r,f)<:(logr)ao(r) o o(r) est une fonction croissante tendant
l’infini, mais arbitrairement lente.

6. M. Valiron a tudi une relation entre plusieurs sortes des
valeurs exceptionnelles. Nous appelons que w=a est une valeur ex-
ceptionnelle (T) pour la fonction mromorphe f(z), si

lim T(r,f) co et lira .N(r a) <: + c
(log r) (log r)

Il est (vident qu’une valeur exceptionnelle (P) est exceptionnelle (T),
et qu’une valeur exceptionnelle (T) est exceptionnelle (N). Mais il
existe une valeur exceptionnelle (T) et ordinaire (B).

M. Nevanlinna conjturait qu’une valeur exceptionnelle (N) est
une valeur asymptotique. Mais M. Teichmiiller) a constuit une fonction
pour laquelle w=o est exceptionnelle (N), et n’est pas de valeur
asymptotique. Quelqu’uns souponnent encore qu’une valeur exception-
nelle (B) soit une valeur asymptotique. Nous pouvons construire l’ex-
emple simple d’ne fonction mdromorphe pour laquelle w= est une
valeur exceptionnelle (B), mais ordinaire (N), et n’est pas de valeir
asymptotique.

La aluer exceptionnelle (T) est toujours la valeur asymptotique.
C’est seulement des valeurs exceptionnelles (P) et (T), que des valeurs
exceptionnelles sont toujours des valeurs asymptotiques.

Les dmonstrations dtailles pour ls nonces de cette Note seront
donnes dans un autre mmoire.

1) G. Valiron, Sur les valeurs asymptotiques de quelques fonctions mromorphes,
Palermo Rend., 49 (1925).

Je dois cette tude sa Mmoire.
2) G. Valiron, Remarques sur les valeurs exceptionnelles des fonctions mro-

morphes. Paleromo Rend., 57 (1933).
3) 0. Teichmfiller, Vermutungen und Sitze fiber die Wertverteilung gebrochener

Funktionen endlicher Ordnung. Deut. Math., 4 (1939).


