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37. Uber das Helmholtzsche Raumproblem.

Von Shokichi IYANAGA und Makoto ABE.
Mathematical Institute, Tokyo Imperial University.
(Comm. by T. TAKAGI, M.1A., April 12, 1943.)

Von Helmholtz stammt der naturgemisse Gedanke, den Eukli-
dischen Raum durch seine ,, freie Beweglichkeit “ zu charakterisieren?.
S. Lie hat dieser Idee eine mathematisch prizise Formulierung gegeben,
und das wichtige Problem behandelt, alle Transformationsgruppen des
n-dimensionalen Raumes zu bestimmen, die die Forderung der freien
Beweglichkeit (Forderung I des Satzes w. u.) erfiillen®. Fiir kontinuier-
liche Transformationsgruppen ist dieses Problem von Lie vollstindig
gelost worden, dessen Beweis von H. Weyl weiter vereinfacht worden
ist®. Wie Weyl gezeigt hat, liegt der Kern des Problems darin, die
der Forderung I genigende Untergruppe der Gruppe aller affinen
Transformationen als mit der Euklidischen Bewegungsgruppe identisch
zu erweisen. Weyl tut dies, indem er die Analytizitit der in Frage
stehenden Untergruppe voraussetzt, und darauf die Methoden der Lie-
schen Theorie anwendet. Im folgenden soll gezeigt werden, dass man
ohne Annahme der Analytizitit und mit elementaren Mitteln auskommt,
wenn man der betreffenden Untergruppe ausser der Forderung I noch
eine weitere Forderung fiir die Teilrdume (Forderung II des Satzes),
die uns als eine auch ganz naturgemisse erscheint, auferlegt (§1).
In §2 wird dann bewiesen, dass im analytischen Fall die hinzugefiigte
Forderung II eine Folge der urspriinglichen I ist, womit also ein neuer
Beweis fiir den Weylschen Satz geliefert wird. Es wird schliesslich
bemerkt, dass man bei diesem Schluss wenigstens im 2-dimensionalen
Fall auch die Stetigkeitsforderung fallen lassen kann.

§1. Es sei K ein geordneter Korper, R=R™*(K) der n-dimensionale
affine Raum iiber K. Ein r-dimensionaler linearer Teilraum o, (1 <r<n)
von R ist durch einen a,_;, welche in a, liegt, in zwei Halbraumen af
und o zerlegt. Wir nennen nun eine ,, Kette von Halbrdumen in R
eine solche Reihe A inzidenter Halbrdume der Dimensionen von 7 bis
hinab zu 0

A: G Dy 1D DdDa, a=R,

dass jedes o, (1 <r <) einer der zwei Hilbridume ist, in die o, durch
das nichstfolgende a,-; zerlegt wird.

Nun sei A=A*K) die Gruppe aller affinen Transformationen von
R. Unser Ziel ist der folgende

Satz. Eine Untergruppe & von A erfille die folgenden Forde-
rungen :

1) H.v. Helmholtz: Uber die Tatsachen, die der Geometrie zu Grunde liegen,
Nachr. Ges. Wiss. Gottingen, 1868.

2) S. Lie: Ges. Abhandlungen, II-1, S. 374-480.

3) H. Weyl: Math. Analyse des Raumproblems, S. 20-13. Vgl. insb. Satz T,.
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1. (Die Forderung der freien Beweglichkeit.) Fiir je zwei Ketten
von Teilriumen in R :

A: G Ddp 1D DayDag,
B: B> far D DSBS o

gibt es eine und nur eine Transformation T aus &, welche A in B
iberfithrt, d. h.

T(a;t)=6:»"" T(a;)=ﬁi’ T(ao)=ﬁll-

1I. (Die Forderung der freien Beweglichkeit fiir Teilrdume.) Die
Transformationen aus @, die einen bestimmten Teilraum a, invariant
lassen, induzieren in a, affine Transformationen dieses Raumes, welche
zusammen eine Gruppe &(a,) bilden. Fir je zwei Ketten von Halb-
riumen A,, B, in a, soll es nun eine und nur eine Transformation
aus &(a,) geben, welche A, in B, iiberfithrt.—

Der Korper K sei ferner als Pythagoreisch vorausgesetzt: K ent-
halte mit a und b stets auch v a®>+b%.

Dann ist & die Gruppe aller derjenigen affinen Transformationen,
die den ,, Abstand‘‘ je zweier Punkte P, Q, d. h. eine bestimmte positiv-
definite quadratische Form in den Koordinatendifferenzen von P und
Q, tnvariant lassen.

Der Beweis ist in mehrere Schritte eingeteilt.

1) Spiegelung an a,. Es sei

A: G DOdh 1D DadDa

eine Kette von Halbriumen in R; ein (affines) Koordinatensystem
(O|Py P, ..., P,) von R heisse ,, der Kette A zugehirig*, wenn O=a,
ist und jedes P, (1<r<mn) dem Halbraum o, (aber nicht zu o,y
gehort.

Es gibt nun fir

(i V &ri=arsi;

A: @D DaduDdDda, > "'Doo,}
=1, ..., n—7)®

AP S DduyDa4Dd 1> Da
eine Transformation S aus G, welche 4 in A Gberfiihrt. Diese ldsst
nach II jeden Punkt von «, invariant. In bezug auf ein Koordinaten-

system; das der Kette A zugehort, nimmt die Matrix dieser Trans-
formation folgende Gestalt an®:

sl ;l';u + |, E,: die r-reihige Einheitsmatrix,
0 "-. a‘r+1’ "',am<0-

4) Hier bedeutet \V mengentheoretische Summe.
5) Hier wie im folgenden werden oft die Transformation und deren Matrix mit
demselben Buchstaben bezeichnet.
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Da offenbar S? die Kette A invariant lasst, muss S?=F sein. Daraus

folgt zundchst @,.1=:--=a,=—1, und dann nach einer leiehten Uber-
legung, dass S folgende Gestalt hat:
E, *
S—( 0 _'En—r> )

S fithrt also jede Kette
B: o> DB DD fra> D f
mit 3,=«, in die Kette
B™: Bl D aDE D khaD Dk
(Br+: V Bri=Brei; 1=1, ..., n—7)

iiber. S lasst sich also statt durch 4 und A auch mittels B und B?
definieren ; m. a. W. ist S durch «, allein bestimmt. Diese Transforma-
tion S=S, heisse die Spiegelung (von R) am Teilraum a,. Ins-

besondere ist die Spiegelung S, am Punkt O mit der affin-geometrischen

Spiegelung: P— P’ mit OP’=—OP identisch, denn sie hat ja die
Matrix —E, sobald man O als Koordinatenanfangspunkt wahlt.

2) Jede Translation gehort zu ©. Es seien P, @ beliebige zwei
Punkte, M ihr Mittelpunkt. Dann ist T'=SuSp die Translation, die
P in Q iberfithrt. Sie gehort mit Sy und Sp zu ©.

3) Liinge der Strecke. Zwei Figuren, die mittels Transformationen
von (& aufeinander abbilden lassen, mogen kongruent heissen. (In
Zeichen:=). Die Strecke ist die Figur, die aus einem geordneten
Punktepaar AB besteht. Nach 2) folgt AB=A'B’ aus der Vektor-

—> —>

gleichheit AB=A'B’. Es gilt auch AB= BA. (Spiegelung am Mittel-
punkt!) Nun sei «; eine Halbgerade, die von einem Punkt O ausgeht.
Aus I und II folgt: Jede Strecke AB lisst sich in eindeutig be-
stimmter Weise auf o abtragen; d.h. es gibt einen und nur einen
Punkt P auf «f, sodass, OP= AB ist. Auf « sei nun ein- fiir allemal

—>  —>

eine ,, Einheitsstrecke “ OF festgelegt. Das Verhiltniss OP: OE=| AB|
(ein nicht-negatives Element aus K) nennen wir die ,, Linge“ der
Strecke AB. Zwei Strecken sind dann und nur dann kongruent, wenn
sie gleiche Linge haben ; insbesondere kann man von der Linge eines
Vektors |a| reden. Ferner sicht man leicht ein, dass die Linge der
Strecke bis auf einen gemeinsamen konstanten Faktor eindeutig be-
stimmt ist, wie man auch die Einheitsstrecke wahlt.

4) Winkel. Ein geordnetes Paar von Halbgeraden af, 8, welche
von einem und demselben Punkt O ausgehen, heisst Winkel <<(df, 80).
(Man lisst im folgenden evtl. die Dimensionsindizes 1 von df, 81 usw.
fallen.) O ist der ,,Scheitel“ des Winkels; zwei ,, Schenkel “ a1, 81
bestimmen eine Ebene «,, die ,, Ebene des Winkels “.

Die Kongruenz <<(«f)=<<(f¢’) ist nicht offensichtlich, wie
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AB=BA im. Fall der Strecken es war®. Jedenfalls folgt aber aus
<@R)=<(d) <@ dH=<(7). Es gilt auch die ,, Kongruenz
der Scheitelwinkel “: <<(£8') = <<(«”B”) (Spiegelung am Scheitel!) Der
Winkel <<(«’f’) heisst ,, Nebenwinkel von <<(d’f’). Kongruente
Winkel haben offenbar kongruente Nebenwinkel. Schliesslich kann nach
I und II jeder Winkel an einer gegebenen Halbgerade of in eine gegebene
Halbebene o; in eindeutiger Weise abgetragen werden, d.h. es gibt eine
und nur eine Halbgerade i in o}, welche vom Ausgangspunkt von
ausgeht, sodass <<(af, B1) dem gegebenen Winkel kongruent ist.

5) Rechte Winkel. Ein Winkel <<(a’f’) heisst ,, rechter Winkel “,
wenn er seinem eigenen Nebenwinkel kongruent ist: <<(a/f)=<<(a"f).
Dann ist jeder der acht Winkel << («'8), <(fd), <(d'f), --., die zwei
Geraden « und B einschliessen, ein rechter. (Dies folgt leicht aus dem
unter 4) Gesagten.) « und B stehen in diesem Fall zueinander ,,senk-
recht“, in Zeichen: «-L 3. Analog wie die Linge |a| ist nach 2) das
Senkrechtstehen zweier Vektoren oder zweier sich nicht schneidenden
Geraden erklirt. Die Spiegelung von d, an a,4(< «,) fithre nun einen
Punkt P(ea,) in einen andern Punkt P’ iiber; die Gerade PP’ steht
dann offenbar zu jeder Gerade in a,-; senkrecht; PP’ ist, wie man
sagt, ein ,,Lot“ zu a,-; in a,.. Jede Gerade, welche einem Lot parallel
ist, ist auch ein Lot.

Es gibt ein und nur ein Lot z2u a,-; in a,, welche durch einen
gegebenen Punkt P von a, hindurchgeht. (Hieraus folgt u.a. dass alle
rechten Winkel kongruent sind.) Wir haben nur noch den Eindeutig-
keitsbeweis zu erbringen. Es sei zundchst =2 und P€a, Peat f
sei ein Lot zu ¢ durch P und y=a; N p;. Durch a wird o; bzw. B, je
in zwei Halbgeraden of,df bzw. Bi(3P), B zerlegt. Da <<(Bia)=
<< (Blay) ist, gibt es ein Se® mit S(B) =4 und S(a))=4|. S fithrt
also die Kette a3 > al>a in a5 Daf Day itber, folglich ist S die
Spiegelung von a, an a,. P’=S(P) liegt mithin auf g, und B be-
stimmt sich als die Gerade PP’. Liegt nun P auf « und gibe es
zwei Lote zu a; durch P in a5, so wiirden die zwei Parallelen zu diesen
Loten durch einen ausserhalb «; liegenden Punkt beide zu «; senkrecht
stehen, was dem eben Gezeigten widerspricht. Gibt es schliesslich in
e, 723 zwei Lote 84, 7; 7u a,; durch Pea,, so sind B, 7: zwei Lote
in ,=pun zu qg=a,1Na durch P, was mit der Eindeutigkeit im
Falle »=2 in Widerspruch steht.

6) Rechtwinklige Koordinatensysteme. Ein affines Koordinaten-
system &=(0| P, P,, ..., P,) heisst ,, rechtwinklig ““, wenn

OP; LOP;, i¢#j und |OP;|=--=|0P,|=1

gilt. Aus 3) und 5) folgt: Zu jeder Kette von Halbriumen A in R
gibt es ein und nur ein ihr zugehoriges rechtwinkliges Koordinaten-
system 84 Umgekehrt bestimmt offenbar jedes rechtwinklige Ko-

6) Dies ist erst mit der Schlussweise von 7) beweisbar, wobei die Pythagoreizitit
von K benutzt wird. Das Bestehen dieser Kongruenz gilt titsiichlich als eine mit der
Pythagoreizitit von K gleichwertige Annahme. Vgl. D. Hilbert: Grundlagen der
Geometrie, 7. Aufl. Anhang II.
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ordinatensystem & eine Kette A, sodass =8, ist. Hieraus sieht man
leicht ein: @ ist die Gruppe aller derjenigen affinen Transformationen,
die ein rechtwinkliges Koordinatensystem in ebensolche Systeme iiber-
Siihren.

7) Pythagoreischer Lehrsatz”. Es sei (O] P, P,) ein rechtwinkliges
Koordinatensystem in einer Ebene. In & liegt die ,,Drehung® D
um O, welche Py(1,0) in Py0,1) und Px0,1) in P/(—1,0) iiberfiihrt,
weil < P,OP,= << P,OP{=rechter Winkel ist:

0 -1
D (1 0)
Aus einem Punkt Qi(a,d) ergeben sich durch die Verwendung von D
sukzessiv Q2=D(Ql)=(—b:a)r Q{=D(Q2)=(—a,, _b)1 %—_’D(Q,l):(b, —-a).
Da Q,0Q] bzw. @,0Q; je auf einer Gerade liegen, und da << @,0Q,=
< @O0Q: ist, schneiden sich zwei Geraden @,Q; und Q@ in O senk-
recht zueinander. Die Spiegelung S dieser Ebene an der Gerade Q,0Q;
fuhrt also den Punkt Q; in @; iiber und lisst den Punkt @, fest.
Daraus berechnet man leicht die Matrix dieser Spiegelung :

_ 1 ( a?—b* 2ab )
+08\ 200  BB—q?/°

Waihlt man hier a,b in geeigneter Weise, so kann man durch diese

Spiegelung die Halbgerade OP; in eine Halbgerade OP:y=ma(m >0,

sonst beliebig; «,y = 0) iiberfithren. Dazu braucht man nimlich nur

die quadratische Gleichung

2ab

a?—b?
aufzulésen; die Losung a/b=m+V'1+mi liegt sicher in K, weil K
Pythagoreisch ist. Man trage nun auf OP eine Strecke OP’ der
Linge ! ab. Durch die eben erhaltene Spiegelung S wird dann der
Punkt ([,0) zum Punkt P’ gebracht. Die Koordinaten (x,y) von P’
sind also:

=m oder (%)2—2m1(—';~)—1=0 mit m1=%

a2~ 2ab
=_.___l, =_“" 1.
Terw VT aaw

Daraus folgt 2>+9*=I?, was eben den Pythagoreischen Lehrsatz aus-
driickt. Nach diesem Satz schliesst man durch die vollstindige Induktion:
Haben zwet Punkte P, Q bzw. die Koordinaten (2, s, -+, %n);, (Y1, Y2, +++, Un)
in bezug auf ein beliebiges rechtwinkliges Koordinatensystem, so gilt
fiir die Lange der Strecke PQ :

| PQ = (21— 4+ - + (@n—¥n)’ §))

8) & st die Gesamtheit derjenigen affinen Transformationen, die
die Linge (1) jeder Strecke umverdndert lassen. Aus dem Pythagorei-
schen Lehrsatz folgt namlich, dass das Lot durch P zu «, der kiirzeste
Weg von P zu «, ist. Eine Transformation, die die Linge invariant

7) Erst in diesem Schritt braucht man die Annahme, dass K Pythagoreisch ist.
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lasst, ldsst also auch den rechten Winkel invariant, fiihrt mithin jedes
rechtwinkliges Koordinatensystem in ein ebensolches iiber. Nach 6)
folgt also unsere Behauptung.

Der Beweis des Satzes ist somit beendet.

Zusatz. Es sei &, eine Untergruppe von A, deren Transforma-
tionen einen Punkt O fest lassen. O, erfillle ferner die Forderungen
I und 1I fiir diejenigen Ketten von Halbriumen, deren 0-dimensionales
Element der Punkt O ist (Forderung der freien Beweglichkeit wm den
Punkt O). Dann ist &, die Gruppe aller affinen Transformationen,
die den Punkt O und die Linge beliebiger Strecken invariant lassen.

In der Tat erzeugen die Gruppe & und die Gruppe aller Trans-
lationen von R zusammen offenbar die Gruppe & des Satzes.

§2. Jetzt fragen wir uns, ob die Forderung II eine Folge von I
ist. Man bemerke zunichst, dass die FEuxistenz einer Transformation
aus G, welche A4, in B, uberfiihrt, aus I allein folgt. Es handelt sich
also nur um die Eindeutigkeit dieser Transformation in &(a,), um die
Entscheidung also, ob folgende Behauptung richtig ist: Die Identitit
ist die einzige Transformation von ®&(e,), die eine Kette von Halb-
riumen A, in «, auf sich selbst abbildet. Wir beweisen nun:

Ist K der Korper der reellen Zahlen und ist ferner & eine abge-
schlossene Untergruppe von A (oder, was dasselbe ist, eine Liesche
Transformationsgruppe), so folgt I1 schon aus I allein. Die Gruppe
der Bewegungen lisst sich also als 1 geniigende Liesche Untergruppe
von A vollstindig charakterisiert.

Wir beweisen diese Behauptung durch die Induktion nach n. Diese
sei fiir R*, k <<m schon bewiesen. Es sei a, ein Teilraum von R=R",
A, eine Kette von Halbriumen in «.. Die Gesamtheit aller Trans-
formationen aus &, die A, in sich selbst iiberfiithren, bildet eine Liesche
Untergruppe &, von ®. Diese Gruppe erfiillt, als Gruppe der Trans-
formationen vom (n—7)-dimensionalen affinen Raum R/« (der durch
Identifizierung aller Punkte, die in einem zu «, parallelen Teilraum
liegen, aus R entsteht) betrachtet, die Forderung der freien Beweglich-
keit um den ,, Punkt “ «,. Also ist sie nach der Induktionsvoraussetzung
(und nach dem Zusatz in §1) die (n—r)-dimensionale orthogonale
Gruppe O,_,. Die Matrix der Transformation T' aus &, hat also die
Gestalt

a
T=( Aém o*T ) Ap= 0‘-...‘.(1. , >0,

wenn die erste » Koordinaten der Kette A, zugehoren. O durchliuft
dabei alle Transformationen von O,_,. Da diese Zuordnung 77— Oy
offenbar eine eineindeutige ist, ist also O, — A, eine Darstellung von
O,.-, durch die ,,dreieckige“ Matrizes A;. Nun ist diese Darstellung
von den infinitesimalen Transformationen erzeugbar, also sicher stetig.
Da O, _, kompakt ist, folgt daraus zundchst a;=:--=q,=1, und dann
nach einer leichten Uberlegung, dass auch das Dreieck oberhalb der
Hauptdiagonale von A; mit lauter Nullen besetzt ist. Dies besagt
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aber, dass die Transformationen von &, den Teilraum a, punktweise
fest lassen, w.z. b. w.

Bemerkung. Die Gruppe Oy, besitzt den Normalteiler Of von Index 2,
der, den Fall k=2 ausgenommen, mit seiner eigenen Kommutatorgruppe
ibereinstimmt. (Of ist die Einheitsgruppe.) Die Gruppe der dreieckigen
Matrizes ist aber immer auflosbar. Die Darstellung von O; mittels
solcher Matrizes ist daher notwendig Einsdarstellung. Da ay,.-..,a,.>0
ist, folgt daraus leicht, dass auch alle Transformationen der ganzen
Gruuppe O durch die Einheitsmatrix dargestellt sind. Hierbei braucht
man keine Stetigkeitsbetrachtung. Dieselbe Schlussweise versagt leider
im Falle k=2, wegen der Kommutativitit von OF. Jedenfalls reicht
die Forderung I allein ohne jede weitere topologische Annahme
wenigstens fiir den Fall n=2 aus. (Der Fall n=1 ist trivial.) Ob die
Forderung II (oder eine topologische Bedingung) fir n=>3 wirklich
notwendig ist oder nicht, ist noch eine offene Frage.



